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Des exemples de
suites

Les exemples de suites ne manquent pas dans la littérature mathématique, notamment pour calculer
des valeurs approchées de constantes célebres. Nousavac h o i s i ici -uhsam tr ait
doute parmi les plusonnws, pour leur intérét mathématique algorithmique, éventuellement aussi

pour leur intérét historiqué&lous montrerons combien les outils de laNBEpire sont particuliérement

bien adaptés a leur étude.
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1.Al gorithme de H®ron doAl exandri e

€ ou commeet wrmd cwal eur aaippeoca®Pe®eduédet ocout sei
| 6al gadmictrhime est probabl ement wun des plus anci en
particulier des Babyloniens. On | e retrouve dan
doun texte qui |l 6explicite, nsectessavest | 6accent sur

1.1 Le cadre historique

Héron d'Alexandrie (1*' siécle apr. JC.) est un mathématicien grec a la confluence de plusieurs
traditions. Commetateur d'Euclide, il connait bien la grande tradition géométrique grecius les
Métriques dont esextrait le texte qui suifont-elles abondamment usage des résultats d'Archiméde.
Mai s H®r on ndest p asparmides difiénerges branches des matteématiqueseiln
mettait la mécanique au premier rang.

Le texte décrivantd a | g o r iH&rbnnest tirél @u célebtdi st oi r e dBddidng Belinj t h me s
1994, page 231

Puisquer20n 6a pas de c¢c!'t® rationnel, nous extrairtr
de la fagon suivante. Comme le premier nombre carré plus granammt729qui a pour

c6té27, divise720par 27; cela fait26 eté ajoute 27, cela fa|t533 ; prendsen la moitié,

cela fait 26 % % multiplié par lurméme donngzo 3
1

carres) est3—6. Si nous voulons rendre cette différence inférieure enc% Aous mettrons

A de sorte que la différence (sur les

7203_16 trouv® tout N | et enrpmcédant e mémé fagore nodse
trouverons que la différence sur les carrés est beaucoup plus peti%.que

Les métriques

On remarquera qgque | b6on est tr s loin dans ce
| 6expression dboudef sni ee 81 ghak quadiemad c Gaiiset 6 ut i |

les inverses de lodunit® et:paraexefnpl@ﬁ%%=|26ﬂ—+%/3) S
Onpourait soOointerroger sur | &

ae
calcu? Ce quobéH®ron ne dit pas dbo
pas de certitude en la matiere.

qoi q)ermeSCEJusltlﬁeuuntet el al
aill eursé Quel ques

Raisonnons le plus simplenten possi bl e. H®r on part da&mwaeotval eur
27, dont le carré fait 729.

Comme27>720, on en d®duit par division par 27 des

27>7—20
27

Or le produit des eux nombres 27e¥§ donne720 n®cessairement 7Wun est

. y A N 72 N
fon sait q,ueetcoIecseluth?eoestE%bhemqsecqmﬁarmelet/ldemmentle

calculapprochdle | 6 ®cran de | a page suivante
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dra]12]13]|» *heron w ] |
J720 2683281573
720 266666666667
27

1 720 26.8333333333
= |27+

2 27

Bilan:on di spose mai nt enantexcdsd u2n7e, veatl edubru naep pvraol cenu®re
défautde /720, 72—270 La moyenne arithmétique des deux donne une &ateur approchée, peut

étre plus précise...

720
o7 720 27
14720 0
Se— +275
2&7 72
Moyennearithmétiquegui bi en s3%r est plus petite que 27E¢
Déautre part, et cbest ce qui va permettre |l a r
trouvequecet moyenne conduit de nouveau ©° une valeur
: A 72
Tout simplement dbéailleurs pardee—g;eqstlphusgraadeqmoyenne

leur moyenne géométrique, qui vaut précisérq%;f3 72—270 =/720... L6 ® ¢ r-dessusanontre aussi

ce résultat.

Le proc®d®, comme | 6indique H®r on, peut °tre po
aussiloin que nécessaire...dessouso N s a i s R7ten ldrée ddbcommandayis:

1/2 . (ans+720./ansy

Puis on appuie sur , puisdenouveausur , autant de fais qudon | e s
dra]12]13]|» *heron w ] |
21 27 A
27 27
1 720, 268333333333
—_— 27+_
2 27
l‘(26.8333-333-33-3-34+ £20.
2 26.833333333334
26 832815735
| * v
6139
IComparaisom | assi que et g®n®rale entre ces deux! moyennes... et fort bi

2 Remarquer le 720. ou 720.0 pour que le calcul soit approché.
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z

é et |l es calculs peuvent °tre men®s aussi l oi n
J720 , sans doute assez rapide.

1.2 Une suite a étudier

La méthode vue dans le cparticulierde 720 par H®r on dob6Al exandri e
néi mport e g wsupérigumarhben remptag@et 720 padans la formule précédente.

Dans un langage modefnen vadoncraisonner @ec une suitet,).
14 a e
En posantg(X) ZEan + , pourx, O, elle est définie par
¢ X
sa valeur initialal, >+/a ;

et la relation de récurrenae,, = g(u,) pourn OO.

Letableurspr °t e bien au cal cul des termes, comme | e

E € 5] E E & " 2

\aleur de a 2 3.
.83333333333
Ag212121212
41499842989
41421378005
41421356237
1421356237
41421356237
41421356237
A1421356237

alalalalala|la|la]l—=

cz2 |=

[<]3]

Dans la celluleAl, on note la chaine de caractéremkeur de & , val eur gue | 6on r
cellule B1, et gubdéon m®mo riLsetermaimitialest ¢thaisi da@Y ét damdC2 il
reste a saisir la relation de récurrence

=1/2(cl+al/cl)
gubéon recopie sur guelques lignes vers |l e bas
Notons que pour avoir des valewagprochéegles termes successifs, il suffit de mettre 3.0 (ou 3.)

dans la celluleCl: c o mme déth &b ictad dc ul " partir doéun nombr
calculatrice en mode approcl&non la calculatrice fonctionnera en mode exact.

5Qui nodéest pas dlu tout celui de H®ron

“N6i mporte quelle valeur arfel@mooh®eeptr ekclédodesbanrhtcent au rais:c
un nombre entier dont le carré dépagse

© T3 France 2011 / Photocopie autorisée



212 Mathématiques et TI-Nspire

1.3 Quelques propriétés de cette suite

Quelques propriétés de la suite peuvent alors étre mises en évidence. Eliésrsoniées eapres.

Proposition
‘ La suite (1,) est minorée pa{/a.

Démonstration

Montrons dbéabord qudrictpneentpositfout nombre r ®el

2¢
En effet, I 6in®galit® pr®c®dente ®qui vaut
& g
x+2 22a x+2 2Ja o alx- [° g
X X x 2
(; 0
Un carr® ®tant toujours positif, Cc e tstritesidber ni r e
suppos& , /a.
La démonsation de la proposition peut alors se faire par récurrence. Il est cidie geemier terme
de la suiteu, est bienstrictementsupérieur afa;si | 6on suppos enarbitmage, pour
14 a 0 R _
u,>+/a, alos u,, =g(u,) —ah = doéapr s | e calcul pr®c®dent
¢ tho=
prouvé par récurrence.
Ceci garantit en particulierqugne sb6éannul e jamai s, et donc que |
valeur den.

Remarquons qusi le premier termeérifie O<u, </a, les termes gui suivent seront tous strictement
supérieur aa ddapr ~s |l e r ®sul yat/a, plorsPpo® toet rentier nafurelf i n s |

u =+a.

Proposition
| La suite (1)) est strictement décroissante.

Démonstration
Ce qui équivaut & démontrer que pour tout entier natu®dl, u, + 1 < U,
Différentes méthodes peuvent étre utilisées.

Une simple, basée sur une propriété classique de la moysthmestique.

. 1 1
On sait que, pour tout, u, > +/a . Donc, — <— et E<i :/5.
a

u VJa u, Va

o

. la a . . - .
Par conséqueny, ,, =§aél” +— , qui est lamoyenne arithmétique de deux nombres distingist
c u

n

a . o, . R .
—, est a ce titre inférieur strictement au plus grand de ces deux nombres, a.savoir
u

n

5L encore, on peut voir que | 6in®galit® est trivi atifsestteujpdrs vr ai e si
plus grande que leur moyenne géométrique...
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Des exemples de suites 213

Une deuxiemenéthode consiste a remarquer que, pour naritier naturelu, >.Ja soit u’>a et

o : a o}

en divisam paru, > 0, u, >2 par suitey ,, =%aé1n 2 o%(un uf) U,
u u, =
n C n =

Enfin, une troisieme méthogdus classique consistetdudier le signe de, ,, - u,,.

1
"2

u.,-u

n+1

6 ulra-2y a g (Vaiu)(Va )
SU“ 2u 2u, 2,

& a
adl, =+
(o u, n
On peut alors conclure immédiatement.

Bref la suite (I,) est bien décroissante.

Proposition
’ La suite (i) converge vers/a .
Démonstration

Décroissante et minoeéla suite est convergente. Elle converge uarggel/, qui estun point fixe de
la fonctiong.

Il reste a résudrel 6 ® q uxa 'g(ix)cpour déterminer. Cette équatioBquivaut &

14 a . a a
=—gX + SOit 2X=X + 0ou X=—
2¢° X X X
¢ dont les solutaanda.sont clairement

Comme la suite est positive, nécessairementa/a et la suite(u,) converge vers/a.

1.4 Etude de la rapidité de convergence de cette suite

Le tableur laisse présager une convergdres rapideEn quelques itérations, on obtient les mémes
décimales que celles renvoyées par la calculatfiae.d e 1l exactemen?

1 Convergence rapide

On a pour tout entier natunel

o ~ 2 )
ooy, a Ly A Jya w1l 2wl
2(2 U, =+ 2u

2 2
(oA fu A
2u, 2\a
Nous sommemaintenanen mesure de peéser la convergence.
De | 6i n®galit® pr ea>Edoe détud que goar tobt amidr naamels si  qu e

n

0¢un+1-\/a ¢q1 —\/_a
un-\/z 2
u,- Ja _ - a

Comme lim > =0, et doéapr s |l e th®or me dg”—*éﬁendarme
n o+ o Cu,- va

converge vers Oceci caractérise une convergenagide
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214 Mathématiques et TI-Nspire

Plus précisément la convergence est ici quadratique. En effet, les calculs précédents ont nontré que

Ja Lu" ] \/5)2
2u,

U.-Va 1 o pu.-4a
(un_ \/5)2 2u, et nl.lr??un_ \/5)2

Concrétementdans le calcul approché déa, le nombre de chiffres significatifdes termes de la
sutedoubl e 7 chaque it ®r a,bveoune errdbmnféaeurt &%@ors:i | 6on ¢«

2
(,u” - «/5) 102°
O<un+1 _\/a <
2\a 2/a
et | 6on e westcodriu avec ugetereur inférieure %710
u, - «/5‘
De la majoratiorobtenue au début du paragrapbwe peut dduire les inégalités suivantes

u”'l-ﬁz U, 4 ‘\/_az
oO¢u, ~/a KTQ) donc(un \/-_a) (¢2\E)

O¢u _, -~/a M donc(qj_1 \/-_a)2 M
a5 &

O¢tu,, ~/a M donc(qq_2 \Fa)4 M
o5 &

0¢u, , ~/a M donc(qq_3 \/-Fa)8 M
2% o

10&°

1 Majoration de

O¢u, Ja M donc(u2 x/%)zn-z (—%@
& )

0¢u ~/a M donc(q \Fa)zn-1 (—%Q;@
2 )

En faisant le produit membre a membre des inégalités de droite entre nombres positifs, on
obtientaprés simplificatiof:

*R®sultat que | 6o0on peut prouver par r®currence, pour formaliser. N
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Des exemples de suites 215

n

0¢L‘In "\/5‘ (Do \/azn 1+];+4+2‘+1 _121—% J_
( )(Zﬁ) = 7 (v V3t

L 6 e x p d sstunirdicafeur de la convergence quadratique signaléshaut.

1.5 Une fonction pour la TI-Nspire

1 On peut déduire deette étude un programme de calagprochéde v/a otia est un réel > 1En

entrée, peuvent figurerlanommge dont on veut <calcul er leguer aci ne
| 6 0 n itespoun lb @alcul.

Pour avoir la majoration la plus simple, on peut chomsiterme initialuy, = int(\/g)+17. Comme
21 -1

u, - Ja 4 eta> 1, on peutalorsécrire: 0¢u, -/a % 8 .
(; -

On peut donc effectuer le cal des termes successifs de la suitg dans une bouclgvhile, en
° 2n-1

1 % : . . .
sortantlorsque % 8 Ae. On peut ausspour informationrenvoyer pabDisp la valeur den.

Le programme est donc le suivant

heron 0/8
Define LibPriv heron(a,e):|
Func
Local u,n

0—-n:int(JZ)+l —u

)2”—1

While >e

a
ut—
u

ntl-n
EndWhile
Disp n
Return u
EndFunc

= U

Les r®sultats deéseasatidfaantmveo dethombrauses dégimales correctes et peu
doi t ®r ae ala cosvergpnce quadratiqlie pour un céul approché ... omieux, on
met comme entré@ar exemple2.)

diafiz]13]» *heron w bl |

[~

herorr(l, 10_6)

s
1.41421356237
1.414213583731-2 0.
I
2799
"Cdest notre seul appel " la fonction raciseereaor®ent. apoparaguspd
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216 Mathématiques et TI-Nspire

Cing itérations pour obtenir un résultat avec autant dendées pour\/E, i faut avouer
bien plus rapide que la lente et fastidie e m®t hode g utaatrefoisipowr calcdenumee i gn ai
val eur approch®e de no6i mporte quelle racine carrtr

1 Allons plus loin avec lepossibilités arithmétiques de metcalculatrice, en demandant une
erreure moindre que 18%:

di1z2]14]15]» *heron w 8
lﬁ_em?r(_l._l@-_gqp) a

10

458425869094724092282256664559525216
32415803605926610717906209990215925

10770 458408690947240922822566645,
324158026059266107 179062099902

14142135623730950488016887242096930% &
212

On récupére les décimales awetf10350ans): on hérite alors de l@és grandguissance wl calcul en
nombres entiers sur -Nspire.

En les recopiant & mon traitement de texte favori, on obtient le teupgée la suite, dans lequel il
est facile de rajouter une virgule a la bonne place

1,41421356237309504880168872420969807856967187537694807317667973799073247846210703
88503875343276415727350138462308d7024924836055850737212644121497099935831413222
6659275055927557999505011527820605714701095599716059702745345968620147285174186408

8919860955232923048430871432145083976260362799525196898533965463318088296406
2061525835239505474575028

Le cal culeuddertrreeurf ai t. On :g2aciut «/@ow@FPr s notre ot

ddo% | 6on d®duit Kdewmclatredoment sui vant de

Sauf erreur de dénombrement,dgrand»9d ans | 6 ®c r i ésule36C chiffreRapr@sdi@ nt e

virgule du résultat obtenu et on est sdr q@ est compris entre le nombre-dissus et le nombre
que | 6on obtient en rempla-ant | e 9 par un 8.

1 Peuton aller plus loir? On risque, en multipliant le résultzr une puissance de 10 trop grande,
gue le calcul ne puisse plus étre mené en ertiyd cul atrice ou que | 6on
déoverfl ow

d1z]1a]15]» *heronw ] x|
izemnl: 2,10 7400 ) a
11

42031372936720186325029205085119820
29720668826135576218525419251691383

104%°420313729367201863250292050,
29720663826135576218525419251¢
floor{®) o
N\ Capacité remplacé par = oy —e 174
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La méthode précédente a des limites, mais elle est intéressante pour faire apparaitre trés ¥acilement
de nombreuses décimales, bien plus en tout cas que sur une calculatrice classique.

T La plus grande fraction que | 6 cdeonpstdobteraieenf ai r e
une dizaine de secondes pour le catiei/2 avec me précision moindre que 1§

«1a]1a]15]» *heron w B (i3[12[15]» *heronw e |

.errorr(llo_ms) f hemrr(2,10_617) 0
11 12
42031372936720186325029205085119820 1.41421356237

29720668826135576218525419251691383

i | Sl

1199 1/99
On dispose |7 déune magnifigue valeur approch®e
rien en faireé La m®t hode pr®c®dente est ineffi

gigantesque posséuta’84 chiffred

iz *heron w bl x|

42031372936720186325029205085119820 -~
29720668826135576218525419251691383

4203137293672018632502920508:
2972066882613557621852541925
420313729367201863250292050851198202

420313729367201863250292050851198202
Y 4.20313729367€783

getNum (

| v
3799

7

Dommage doéabandonner wun si faresagrmatré fongtiordivex2@sirul t at é
| 6annexe de ce c hlabpothéquediyision detpowr K@pérephraaxempld28

décimales de cette fraction. En ligde commande, il faut saidgiivision_deddivex2(ans,620) pour

obtenir le résultat dans une chaine de caractere

A3[Ta15|» *heron w Eel] x|

11l A

42031372936720186325029205085119820
29720668826135576218525419251691383

4203137293672018632
2972066882613557621
"1.414213562373095048801688724209698r

dim{"1.41421356237309504880168872420%

divisian_dec\divex?2

N 622 ¢
1/3
8par exemple lors dbédun concours, CAPES ou autre.
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Le résultat copié dans le pregsapier et collé etlessous est impressionnant dgrand» 6 est la

616" décimale):

"1.41421356237309588016887242096980785696718753769480731766797379907324784
621070388503875343276415727350138462309122970249248360558507372126441214970
999358314132226659275055927557999505011527820605714701095599716059702745345
9686201472851741864088919860955232923048430874888397626036279952514079
896872533965463318088296406206152583523950547457502877599617298355752203375
318570113543746034084988471603868999706990048150305440277903164542478230684
929369186215805784631115966687130130156185689872372352885092648612494977154
21833404285686060146824720771435854874155657069677653720226485447015858801

6207584749226574200206 *

Débapr s | dberreur

demand®e
compris entre ce nombre, dontsSou ndav ons

et
doé ai

obtenu en remplacant legkand» 6, qui est |&16° décimale par un 5. Jolie performante

1 Toujours plus, car@l eeur est en réalité plus petit©n connait ici la valeude a, ici 2: on ®

souvient que | derreur est en
1 2
————(u- a)
(2va)
€ donton peut calculeune valeur approchée s i | 6on

calcul en deux morceaxp o u r

cause

déunder f | owentcate feicen bas

le fait qgudxestt a sui
I  eurs qgemdombree par-t
r®al i t® maj or ®e par
prend toutefois |

me s s

de | 6:®cr an)
drafi1z]13]» *heron w ] x|
1 0. 2
%.(2_\[_)2
(242)* 7
I
K
1\ Ressources insuffisantes, la simplification peut .
drafi1z]13]» *heron w ] x|
1. 4.868535193276-925 =
11_
(242)* 7
11 2.13851345939E-476
(2-2)°
4 8685351932652-2.1385134593916
10.41K4280383
9254476 1401 [
o [
444
Bref, |l e produ-#&di reen Iqbdueersrtd wrn , g webaatafppoximatiieraentc h e

10,43 10I 14019 1ol 1400.
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Dans le calcul da;g, on p e u t attehdrenacavos énviron 1400 chiffres apres la virgule exacts

"1.4142135623730950488016887242096980785696718753769480731766797379907324784621070
3885038753432764157273501384623091229702492483605585073721264412149709993583141322
266592750559275579995050P182060571470109559971605970274534596862014728517418640
8891986095523292304843087143214508397626036279952514079896872533965463318088296406
2061525835239505474575028775996172983557522033753185701135437460340849884 716038689
997069900481503054402779031645424183392936918621580578463111596668713013015618
5689872372352885092648612494977154218334204285686060146824720771435854874155657069
6776537202264854470158588016207584749226572260020855844665214583988939443709265918
003113882464681570826301005948587040031864303888727829064104507263688131373985
5256117322040245091227700226941127573627280495738108967504018369868368450725799364
7290607629969413804756548237289971803268024744206292691248590521810044598421505911
202494413417285314781058036033710773091828693147101BBB1658172688941975871658
2152128229518488472089694633862891562882765952635140542267653239694617511291602408
7155101351504553812875600526314680171274026539694702403005174953188629256313851881
63478001569369176881852378684052287837629389214300655869568683958869.644 72450
9836896036887323114389415576651040883914292338113206052433629485317049915771756228
5497414389991880217624309652065642118273167262575395947172559346372386322614827426

2220867]].558395999265211762526989175409881593@888457085181472231814204@265

090565323333984364578657967965192672923998753666172159825788602633636198274959
940377775368326473737617674512347059203186921

Le 1400 chiffre apres la virgule est uneh gras, rouge et agranddar comparaison avec le premier

million de décimale sur le sitehttp://antwrp.gsfc.nasa.gov/htmltest/gifcity/sqrt2.1mil, toutes les

décimales en italique, qui suivent ce 1, sont encore correctes, soit en tout 1567.

Bref, avec cettefonction trés performante, et cette «nodesteé  c al cul at r iNspre, gu 6 e s t

nous avons obtenu rien moins que 1567 décimales correctes dans le calcul approché\/Ee
Impressionnant quand méme

1.6 Calcul de la partie entiere de laracine carrée

Les puristes ralerontcomment mais pour utiliser la fonctioheron, on a déja besoin de la fonction
racine carrée de la calculatrice n-ée@as un peu génaht

Pas vraiment, pourrain aj out er , car on e gérablenment oettesfonctien d 6 a Mm@
delaTINspi r e, gui par exemple nbéest pas ca/ﬁ.able d
Par aill eurs il -mém¢ungfonstoii dppelendadirdr® t qui donaela partie

entiere de la racine carrée de tout nombre &€l1... et donc le tene initial de la suite étudiée

pr ®c ®demment ... sans sOappuyer bi en-N®ivei.demment s
L O6i th®les simple est de faire quelques itérations deula $ e pr ®c ®dent e ° part
initiale ° pr®ci ser, dunrslpusoitstabiliste. Gattaeurlolenupestr t i e e
alors un bon candidat poétre la partie entiére de la racine carréeade®n peut toujours tester si

c 0 dientlecas.Pour ®viter que | e calcul exact nbébexpl os

arithmétiques de la calculatrice, on ne prend a chaque itération que la partie entiere du résultat.
Or donc, quelle valeur initiale waon prendre pour ceést ® r at i o n3La dobvergenae étanh e
tr s rapide, point no &= ‘tdeslcansidérations suele norabretdé ahiffréesr o p |

de a permettent de majorer grossiéremaﬁ par une pwssance de 10, valeur initiale que nous
choisirons pour la suiteu).
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Ainsi 123456 qui posséde 6 chiffres est inférieur & 3@ racine carrée est majorée par; 234567
qui posséde 7 chiffres est inférieur &', 10onc sa racine carrée est majorée p&t Plus
généralement, $ est le nombre de chiffres @e sa racine carrée est majorée par 10 a la puissance la

val eur arrondie 7 —g,éoé]mft@/?ﬂé).r l e plus proche de

Avant dé®crire une dequisepdsse surle mbieurpageg tles valewssesimples r
dea:

H B T B e B

7854213 71 10000 254789 61000

280253688647 5392 504.766282551 627

3424 516

2858 504

2803 504

2802 S04

2802 504

2802 504

2802 504

2802 504

2802 504

2802 504

int] £+l
B1 |=dirn(string(a])) <l =19 42 2

B & B 5 = .

3 L 10 8 1 10

1.73205080757 5 2.82842712475 5

2 3

| 2

2 3

1 2

2 3

1 2

2 3

1 2

2 3

1 2

11 aa
- |=JE'1. 2 =1r1t(5- c}+;D
On observe que la sui@®cr o~ t jusqud- °tre constant e, ou

valeurs entiéres consécutives.
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.y . . 814 a 60& & a ¢ . _
Plus préciément, siv, >+/a, alors Vi Tintggay, - 558 vt W doaprTs les pr
c2¢  Va =22 ¢V =
signalées plus haut, ce qui veut dire que les valeurs de la suite vont strictement en décroissant. Or il
nbexiste pas de suiteesstrictement d®croi ssante ¢
On peut donc appel@rle plus petit entienatureltel quev,,; 2 v,.
Par contraposition, puisque,,,2v,, c06est  qu\@rifiel \) @vat Ore en déduit que
v, ¢ int(\/a).
R 18 0 R _ .
Doautre—%_gﬂi,gﬁ, déapr ~s | es propri ®t ®s VU e
2(;‘ Vp-l -
I
- 2
mtggp 1t 882|nt( ) soit v, mt(\/a)
¢ Vo1
En conséquent, on a bien prouvé qye= int(ﬁ).
Dans tous les &a, on doit donc poursuivre | 6it®rdeion te
moment o0% | a d®croi ssance str iuginférieunéuaégatakﬁjs Il i eu
qui est la partie entiére de la racine éardea.
La fonction suivante sbOappuie sur | es remarques
intrc 5f9|
Define LibPriv intrcla)= =
Func
Local p,u,v
clim(string( ))—-p
mt£+ —pil0P —u
Loop
g1 a l
mnt| —fut—||—=v
i |
If vz Exit
V—=u
EndLoop
Return u
EndFunc
Les résultats renvoyés sont conformes a notre attente
4 8 [P *heron w mu 418 8 | *heron w ﬁu
A : A~
3””":7' ) 26 intre(123456789) 11111
intre(1) ! int( 123456789 | 11111
inirel2] ! intre(2501)
intre(3) 1 179801453300831462782196138650136002
intrc(4) 2 int{ /2501 )
intre(s) 2 1798014533008%000000000000000000000(
intrel6) N 2 5 =
747 11499
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La fonctionintrc prend méme en défaut la calculatrice avec le calcul de la partie entigf250¢,
mémorisé dans une variahlal :

dis[17]18]» *heron w ] x|

[~

intrel2501)
179801453320083146X82196138650136002

17980145330083146273219613865013600%*
179801453300831462782196138650136002*

var® £2501<(vai+1)? frue

3/99

On peut donc dans notre fonctiberon, substituera int(Ga) intrc(a), e il ne serafait nulle part
appel a ldonction racine de la calculatrice.

2. La suite de Fibonacci

2.1 Quelques éléments historiques

Fibonacci, o Léonard de Pise, (v 11%01250) est un des plus grands mathématiciens du Moyen

Age. En 1202, il publie l&iber Abac?, un traité sur le calcul fondé sur le systéme décimal, & une
époque ou tout I'Occident utilisait encore les chiffres romains et adlsur abaqueCi-dessous une

page de ce traité sur laquelle nous avons souligné les 10 chiffres mentionnés par Fibonacci dans leur
®criture Ld&@o n 0r®p @dsal ePfiosret esndent i nspir® de pratigq
le monde arabjé

oy ‘ —
—1‘,“'}: mF{“ r‘ﬁ’\.‘( P - :
el T wod b T 0 8 ACH AR
\rx‘\ \.“\‘ 1y, nowt Rl =0 hoe Qg - O o)r-un
~ (] |-~ E——

cem oy my v L = T

]

Dans ce méme livre, il évoque le célébre probléme des tapinsduisant & la célébre suite qui porte
aujourddhiui son nom

Un homme posséde un couple de lapins dans un certain endroit et on veut savoir fdenbien
couples de lapins$ont engendrés parceoupl e en un an en sachant
nature en un mois de donner naissance a un autre couple, et le deuxieme mois ceux qui sont
nés pourront engendrer a leur totir.

Bref, o mbi en de couples de | apins son?Chajuegeupler ®s p
donne naissance a un autre couple chaque;mois es petits | apins doivent
pour se reproduire.

°Le livre de | 6abaque, ou plus exactement |l e |livre dmasavexlez ul , car
chiffres indearabes du systérdécimal.

01 a parcouru avec son p re | 6Afrique du nord. [ a sS® ourn® pl us
Upour la petite histoire, |l a gestation de |l a | api nempodetentrddun moi s
dex et cing | apereaux. Fi blonacci nbest pas si loin de |l a r®alit®

12 Traduction de ma part, depuis une traduction anglaise de 200BetuAbaci.
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2.2 Mathématisation du probleme
AppelonsF, le nombre de lapin la fin du moish. Il est clair queF, =1 et F, =1.

L6®vol ution de | apaplegdeudian i @i esui tr.@phragSenles qu b e
lapins qui ne peuvent pas encore avoir de petits. Sont soulignés ceagntjlen mesure de se
reproduire le mois suant:

© 0
Fin du premier mois O O
0000
Fin du 3¢ mois OO 0000
Fin du 4e mois OO0 000O0O0O0
Fin du 5e mois OO0OO0O000O00000000O0O0
€ la fin du deuxi me moi s, on dispose :déhnun coup

F, =2. Sur ces deux couples, un seul se reproduira le mois suivant. A la fin du troisieme mois, on
dispose de 3 couples, dont @ se reproduire le mois suivang, =2. A la fin du quatriéme mois,
on dispose d&3 2 A Ecouples dont 3 vont se reproduire. Etc.

Supposongnaintenanc onnus t ous | es t é&yehvheschodseaaldular lesenniet e | u s
suivantF, . 1. Le nombre de lapins au maist 1 sera une somme de deux termes

le nombre de lapgau moisn, qui est clairement égalf, ;

augmenté du nombre de naissances au meid : ce nombre est égal au nombre de couples
pub& e s , -adirdayanttla faculté de se reproduiiky en a clairemenk,;, car ils doivent
avoir au moins deux mois.

Par conséquent, la suiterifie la relation de récurrence, trés simple et trés classique
F..=F, #,;avecki=F,=1.

Les premiers termes peuvent étre calculés sur le tableur

B = 5] E F & H I
=seq(k k,0,25)

0 1
1 1
2 2
3 3
4 5
5 B8
5} 13
7 21
B8 34
9 55
10 89
" 144
12 233
13 377
14 610
15 987
16 1597

17 2584 =~

B3 |=b1+b2 k]3]
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La réponse a Léonard de Pise est alors immédate b out d-&dira alafin,du andeme t
mois,on di spose de 144 | apins, ° suppos.er qubaucun

Nous nous proposons dans |l a suite doé®crire une f
doéun t er mpelcdngue dealansgite de Fibonacpar exemple, comme nos moyens de calcul
individuels sontautrement plupuissants que o& de Léonardle termeF 00, Si les possibilités de

notre calculatrice nous le permettent.

Evidemment pour un tel nombrdg tableur ddune ©part l'i mt® ° 2500 | i
ralenti par la taille importante des nombres en jeme nousestd baucune utilit®.
programmation

2.3 Un premier programme

1 La fonction qui suit, basée sur la définition, donne le terme derralegla suite de Fibonacci.
Initialement, on aa = b = 1, ce qui correspond aux valeurs &g et de F,. La variablec, dont la

fonction renvoie | a valeur ) l a fin, est i nitial
la boucle.

Onentre dans la boucle pour des valeurs @. |l faut étre vigilantans les affectations effectuées
pour ne pas perdre écraser intempestivement une VAléun s i | affeatatonss- aghdss- b
est important et non le contraire qui mettrait la valedans les trois variables b etc.

drafiz2]13]p Hibow a8
fibo ﬁ
Define fibo1ln)= =
Func
Local @,b,i,¢
l=agl-=bl=c
For:i 2,nm
a+b—c¢
boagc—b
EndFor
Retum ¢
EndFunc o N

La fonction est certesbague mai s | es temps dénax @onondinsddnh sont
secondes Fguleshremoy@rilpassede quand méme 9&3ffres.

rafz[13]r Hibow B (alz[12] Hbow il x |
ibo1(0] 1@ |#por(a74s) A
fbo1(1) 1 13577460405536604038570220636872141
fbo1(2) 5 13577460405536694038570220636872141 2
Abo1(3) 2 1.35775€992
Abo1l4) 5
fibo1(s) 8
fibo1(11) 144 5 N =
77 2/99
f Nous noa orterons as débam®l i orations rofo
pp p p

performante. Totefois, pour le plaisir de la programmation, on peut par exemple chercher a se
débarrasser de la variable auxiliaite
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Au départa, b eta + b représentent trois valeurs consécutives de la suite de Fibghaéci d ® e

donc de stocker directemeat+ b dansbé

maon perd la valeub qui devrait étre affectée a la

variablea. On peut en fait la récupé simplement en calculabti a( c daalisela+ b1 a).
0 mbdaera t [ : icial buffitde ¢ 6 ®t a i

ser ail

Que renvoie la fonctionensorfe Dans | a ver i
renvoyerb, dans lequel on a mémoriaé- b.
drafrz]13|r Hikew ] x|
fibo2 ﬂ
Define fibo2lx]= ~
Func
Local a@,b,i
l=al-=bh
Fori 2,n
a+b—=b I
b-a-a
EndFor
Return &
EndFunc ~
Les r®sultats sont Hoa énitanpsaest $mpercemible Im@u s d drasn®ll © @
choses reviennent au mérhe
draf1z2]13]» *ibow B a1 z2]13]» Hibe w il x |
kpoz(0) g |#pozla7as) A
fbo2(1) 1 13577460405536694038570229636872141
fibo2(2) 2 | X
fibo2(3) 3
fibo2(4) 5
fibo2(5) 8
Avo2l11) 144 5 S
77 1/99
k.

1 Une derniére idéeonsiste a faire les cails avec deux variablea etb i on peut difficilement
envisager moin$ et en gardant systématiquement damst b deux termes consécutifs de la suite de
Fibonacci.A chaque étape, on stocker b dans la variable et de nouveaa + b i avec la nouvelle
valeur dea i dans la variablé.

Se dérouleront selon cet algorithme les étapes suivantes

Etapes a b
0 Fo=1 Fi=1
1 F,=2 Fs:=3
2 Fs=5 Fs=8
3 Fe=13 | Fr=21
4 Fs=34 | Fg=55
5 Fio=89| F;;=144
é é é

BEt le

programme

devient

certainement

moi ns

bramméeeopabutéut
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A chaque passage dans la beudn avance donc de deux nombres dans la suite de Fibonaccio e s t
comme si le «€hat botté» avait enfilé des bottes de deux lieues.

Pour | e E,adnméuoh dod @artcourir la bouclatgeg fois : ainsi pour calculeiF, ou F;,
G

on parcourt deux fois la boucl€, est alors dana et F;, est danb.

Lavariableac ont i ent toujours | es blesremes déi hdi sei i mp d

Voici une fonction qui tient compte de ces remarques

fibo3 6/10]
Define fibo3(n)= =
Func
Local a,bi
l=ail=b

For i,1,int| n
2

atb-saqiatb-b
EndFor
If mod(n,2)=0 Then
Eetumn a
Else
Return &
EndIf
EndFunc

Les r®sultats restent | eFs7.s sarhbie @tse olgfemierapplen®rt ®d e mme n' t

ializ1a]y Mibew ] x| 1212 ke w #8

fiba3(0) fibo3(4748)
Abasll 13577460405536694038570229626872141)

i~ A

fiba3l2

(
(1)
(2)
fibo3(3)
(4)
(s)
(

fibo3l4

[ S B o I B e

fibas(s
Abosl11) 144 &

T Estimation des temps dbéex®cuti on

Sur un seul calcul, il est bien difficlke d®partager | es trois fonction
la plus lente a la plus rapide. Le prograntest ci-dessous donne des résultats bien plus précis.

drafra]rs |y Hikew ] x|
"test” enregistrement effectué

Define test(n)= [
Func
Local
Fori, 1,n
Abo1(2000+i)
EndFor
Return "fini"
EndFunc
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Avec fibo1(20), il demande 56 secondes, soit un peu plus de 2,5 secondes par nawce
fibo2(20), il demande 52 secondes, soit quasiment le méme teemfim avecfibo3(20), seulement

29 secondes sont nécessaire Cdest ce dernier pr:ogrdéammaeg eq udiu ecshte

et de ses bottes dedeux lieuee nbdest bas usur p®e

24L06approche par | es matrices

Changeons complétement de stratégiassons a une vision matricielle de la relation de récurrence

qui définit la suite de Fibonacci. On peurt effetécrire pour tout entier naturel;
él 1 @:nﬂ Fré-e
&
dogh 2Fg

Par suitede proche en proche

- O

&F, ©b0& 1 4 _Bal” Ryj,4 _ ol 14'aRo6 1 178k, 6 d_1"a1
o] &= O @ 006 = 0 6~
a’i:nl_aio% 98“‘0 Fse A ECFL10E 29203F
: . . ar 1
Tout se joue donc sur le calcul de la puissafide la matriceM :ai 0"
¢
Examinons doéaill eurs de plus pr s: les coeffici
iarzT13]y Hibew A (aiz[13] Hibew i) x|
l1 1J_,m {1 1J ~ i \3 SJ‘?‘
1.01. . 10 5.3
m? 2 1 ® [13 8
(1 1] g8 5]
e N |2 w? [:\s 13
(2 1] 13 8|
md 53 - [34 21
3 2] o 21 13] U
555 418

On peutconjedurer que

. - . ... aF F,
Pour tout entier natured superieur ou egal aM 2% !
C'n1 n-2

Démonstration

Ce résultat pgt se démontrer par récurrenck.est vrai pourn = 2 et n = 3. En effet,
a2 1 6aF, F a3 2 64F, F,

M= 0% f MTm  om

2

Suwpposons que le résultat soit vrai pour un entier arbitrairen a alorsM " =%
(; -

g_)o

Fn I:n-l ﬁ l 6 Fé+|:nl I:n 5nleéFn H
ﬁ 6 §: & ce qui
n-1 I:n 2 G O Fr(;}+ I:n 2- Fn 1- *n ni1

prouve | e r®sultat pour | 6ent i emsupgneiur ouségad 2 .

Par conséquent,M™ =M"M

"°-|-$al
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Le calcul dun®termede la suite de Fibonacse raméne donc a celui de la puissariate la matrice
e laquelle on extrai

md
Vo

Les résufats sont par contre spectaculairds,, est obtenu trés rapidement

i ci |l e progr amme,

t

r

4-1.2 1.3 I 1.4 |) fiho w

t |

s

6ent

court

fibmat

] %]
—
303

Define fibm at(n J=
Func
Local »1

1 1] o
10

Return (mn)[l 1]
EndFunc

ZAZ

v

Jiaz[aa]y tiew aea
bl A
fibmatl 1) 1
fibmatl 2) 2
fibmafl3) g 3
fibmad751)
644496355454623339258465201263756229
fibmatl1254)
[B51144920238640318346415416844940822 &
1/6

er

sit

, gui

u® sur | a pr
sdben d®duit

La fonction test, précédemment écrite, et utilisée dans les mémes conditions ne demande plus que 23
secondes coOest | a meill gwrsequmér fpar®mamde

2.5

1

L a
S u

Utilisation doune

Expression deF, en fonction den

d®mar che est cl assi
r | 6al g br et drie ®hd ¢ £p ed avdrsaexckidaite Wémaarche pdlo que la
démonstration restxessible a un éléve de lycée. Cett® monst r at i on

Premiére étape.c her chons sdi
récurrence quealsuite de Fibonacci.

f or mul

que

e X i

et

ste

e

m®er i

r ®al i s®e

explicite

une

t e

sSui

dé°tre conn

sbarticul e

te g®om®t r i

Soit @") une telle suite géométrique, évidemment de raison non nulle. On peut donc écrire pour tout

entier natureh,

, Soit en divisant pag non nul,

Untelgestdoncsolutin de | 6®quat igdimi H=0. second

On obtient bien deux valeurs possibles qui sont

degr ®
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