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Autour des
génerateurs pseudo-
aléatoires

Hasard et informatique peuvent paraitre antinomigGes.enfin, © mme n t l e circuit ir
ordinateur 0 ice, padaitement détermioistd ed prévisible, pourrait étre le siege de
phénoménes duauhasard?

Mais tout comme les mathématiques ont depuis un peu plus de trois siécles appris a étudier le hasard,
l es ordinateur s, d s qudils sont apparus, sont |
semblant de générer dasard.

L6illusi-partattgquasbést bien | dessenti el
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1. Introduction : hasard et informatique

1.1 Un précurseur : A Million Random Digits

En 1955, la Rand Corporation a publié un livre intitl&lillion Randen Digits': | i vre i ndi ge:
en est, constitué de 400 pages, comme celle qdj soittenant chacune 50 lignes de 50 chiffres.

TABLE OF RANDOM DIGITS 1

00000 10097 32533 76520 13586 34673 54876 80959 09117 39292 74945
00001 37542 04805 64894 74296 24805 24037 20636 10402 00822 91665
00002 08422 68953 19645 09303 23209 02560 15953 34764 35080 33606
00003 99019 02529 09376 70715 38311 31165 88676 74397 04436 27659
00004 12807 99970 80157 36147 64032 36653 98951 16877 12171 76833

00005 66065 74717 34072 76850 36697 36170 65813 39885 11199 29170
00006 31060 10805 45571 82406 35303 42614 86799 07439 23403 09732
00007 85269 77602 02051 65692 68665 74818 73053 85247 18623 88579
00008 63573 32135 05325 47048 90553 57548 28468 28709 83491 25624
00009 73796 45753 03529 64778 35808 34282 60935 20344 35273 88435

00010 98520 17767 14905 68607 22109 40558 60970 93433 50500 73998
00011 11805 05431 39808 27732 50725 68248 29405 24201 52775 67851
00012 83452 99634 06288 98083 13746 70078 18475 40610 68711 77817
00013 88685 40200 86507 58401 36766 67951 90364 76493 29609 11062
00014 99594 67348 87517 64969 91826 08928 93785 61368 23478 34113

00015 65481 17674 17468 50950 58047 76974 73039 57186 40218 16544
00016 80124 35635 17727 08015 45318 22374 21115 78253 14385 53763
00017 74350 99817 77402 77214 43236 00210 4552) 64237 96286 02655
00018 69916 26803 66252 29148 36936 87203 76621 13990 94400 56418
00019 09893 20505 14225 68514 46427 56788 96297 78822 54382 14598

00020 91499 14523 68479 27686 46162 83554 94750 89923 37089 20048
00021 B0336 94598 26940 36858 70297 34135 53140 33340 42050 82341
00022 44104 81949 85157 47954 32079 26575 57600 40881 22222 06413
00023 12550 73742 11100 02040 12860 74697 96644 89439 28707 25815
00024 63606 49329 16505 34484 40219 52563 43651 77082 07207 31790

Le plus paradoxal, co0est que ce lutlivatewrsEneflety des |
la production @ chiffres aléatoires intéresse au plus au point les mathématiciens, et plus généralement

les scientifiques. Par exemple, les célébres méthodes de-lentel o de cal cufétnt appr oc
intervenir une distribution aléatoire de points.

Lagénératolle t ous ces chiffres al ®atoires se fait au
' | 6ai de doune sorte de roulette ®lectronique.

1.2 Le hasard sur un ordinateur

Léav nement de | d6informatogaéei a®pdodmnhs gtiorsndr ao mnl
Mais malheureusement on ne dispose pas dans un ordinateur, ou une calculatrice, de véritable source

de hasartl Tous les calculs sont au contraire effectués de maniére implacable et réguliére dans des
circuits imprimés, ou les mémes entrées appelirexorablement les mémes sortieBref, le

d®t er mi n il sumdaeetaute sa’ rigueld

1 Un million de chiffres décimaux au hasardCe livre est toujours vendu sur Amazon. Il etaiesin seul exemplaire le 31 octobre 2010, a

la date 0% jo6®cris.
http://www.amazon.com/Million-Random-Digits-Normal-Deviates/dp/0833030477/ref=sr_1_1?ie=UTF8&s=books&qid=1288522432&s++8

2Coest doailleurs la premi re... obtenue sur |le site Amazon en feu
3 Elles ont été mises au point en 1948 par Von Neumann, Ulam, Fermi et Metropolis.

‘“Lo®quidwailnemptet it bonhomme fac®tieux et impr®visible brassant les
| 6®cran. . .

SEt coest hedreux finalement

© T3 France 2011 / Photocopie autorisée


http://www.amazon.com/Million-Random-Digits-Normal-Deviates/dp/0833030477/ref=sr_1_1?ie=UTF8&s=books&qid=1288522432&sr=8-1

516 Mathématiques et TI-Nspire

Faute de vrai hasard, il faut se contenter dobéun
une formule, un algorithme parfaitement détermaist mai s qu i d oimpressiondu | 6 ut i |
hasarnd v.r ePar son impr®visibilit® dab arbstatisticien, mai s

analysant les données, ne doit pas étre capable de les distinguairtthsard.
On parle dans ce cdg générateysseudealéatoire

Nous donnerons dans la suite quelques exemples de formules utilisées pour générer chapaedido

13Qudat-bandodéun tel?g®nN®rateur

Pl usieurs crit res sont en g®n®r al emi heesmi awva mtu
manifeste.

Le premier de ces <crit res, gimitatiorc la plusiparfeie n ne | e
possible du hasard cela reste a défirlimaisc 6 est bien | a moindre des che¢
tel générateurEn particlier, les nombres produits ne doivent pas faire apparaitre de suite logique
apparente. On dit qu'un générateur psealdatoire esacceptables'il a passé avec succés toute une

batterie de tests de statistiques généraux, sur lequel nous reviendromsaiatesdu chapitre.

La vitesseest aussun élément importantd ans un al gori t hme, i ndéest
guelques centaines, voire quelques milliers ou milligmoair les utilisateurs les plusveraces»), de
nombr es al ®asoohaite pas passer sdvié a attendre le résultat...

Pour étre rapide, le générateur aléatoire doit &imple. La simplicité rend de plus le générateur
facile " tester dans toutes | es situati oess. Si
comportements imprévisitdedans certains cas. On dit souvent sous forme de bautadkis

| 6 al g o rcompligoméemoiasdatséquence sera aléatdire

Evidemment, on atterldatodequ i g ®n @r a efalegravp, fagea d o u n

de quoi il serait immédiatement disqualifie.6 o %2 | 6 i mportance de travail
pseudealéatoires testés et validéseuxl ©~ sont corrects. .. Celasupmpsed” ™ pr €
aussi gue | 6al gsitcompleteme nni pudhiicuetepui sse °tre

2. Le générateur pseudo-aléatoire de la TI-Nspire

2.1 La fonction rand()

Pour la TiNspire, le générateur pseudt@atoire est donné par la foncticend(), qui renvoie un

nombrede | 6i nt1§ avea® thiéfres[aprés la virgule il réalise la loi uniforme sur cet

intervalle.

La formule utilis®e semble pour | e moins g®N®r e
qui suit. Il est notamment impossible de prévoir le nombre a suivre...

Attention la fonctionrand() est trés wolatileée |, en ce sens qub- chaque f
nouveau nombre al ®atoire est calcul ®. Si |l don v

| 6avoir au pr ®al able sauvegard® dans une variabl

®Le hasard doéun d®, ou doéun num®ro tir® dans une urne par exemple.
"Cequenousferns plus | oiné
8 Voir le sitehttp://www.apprendre -en-ligne.net/random/pseudo.htm) qui développe tous ces aspects.

°14 si | on compte |l es chifficies de r®serve, ce que nous ne ferons
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rand() 0.500956380042 &

rand() 0.317910791533

rand() 0.565050707475

rand() 0.403046142152

rand() 0.652843677971

rand() 0.561122445508

rand() 0.253710213964

rand() 0.788625333374

rand() 0.196074279892

rand() 0.764493235734

rand() 0.685880269382

rand() 0.6302181534456

rand() 0.451788538067

rand() 0.018871930718

rand() 0.940525384565

rand() 0.043953891275

rand() 0.33811972713

| =

2099

Attertion le dernier nombre de la sériecie s sus ndéa que 11 chiffresé ca
faut penser a compter ce 0 non affiché, faute que quoi on introduirait un biais eemésgentant le
0.
Pour sdassurer quoil s Issegénératenys pseud@atoires sontsomeisal e h a ¢
quel ques tests, avanNouwWd °nowes val o g®so mpané sud aurt i U ti i
le rand() de la calculatrice.
2.2 Le test des fréquences
T Le test l e pl us nat urapparitioe sld chague Ichiffre. Advex de vriair ® q u e
hasard, un chiffre particulier nbdba pas de raisor
dit, les fréquences de chaque chiffre doivent a la longue se rapproche¥de 10

On attend évidemmentlamém chose dobéun -gl&@wi@r a¢ @est plseupgmoemi er

on le soumet.

La fonction suivante mesure la fréquence des chiffres qui constituent les nombres aléatoires renvoyés
par la fonctiorrand() de la calculatrice.

Dans lalistd,onmémor se | 6ef fecti f :depusled,icdnpt®daldp,t sj wshg U & a e

9, compté dang10]. On observe le décalage des indices, car les listes dNspiile sont indexées a
partir de 0.

La fonction consiste a répétefois le traitement suivant

on prend un nombre aléatoire, avec 12 chiffres apres la virgule
on le transforme en entier en le multipliant pa” & en en prenant la partie enti@re

on r®cup re un par un tous ses chiffres,
de la deuxieme bouckeor) ;

on met a jour les effectifs correspondants dans la ljsem faisant attention au décalage
déindice.

Ys6il

se termine par un ou plusieurs 0, ces derniers seront
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Comme chaque nombre aléatoire comporte 12 chiffres, on travaille en tout avech12 f f r e s, doéo
résultat renvoyé qui ¢hme bien la fréquence de chaque chiffre.

testfreq 6/1 O|
Define testfreq(n)=
Func
Local 1ija,c
newList( 1 O) =/
Foriln

int(lom-r‘and())»a

Forj 1,12

mod[a,lO)—»c:![c+1]+1 —»f[r:+l]

EndFor
EndFor

Return
2.n

EndFunc

fes{ﬁ‘eq(lo)
0.125,0.1,0.133333333333,0.125,0.091666666667,0.075,0.066666666667,0.075,0.075,0. 133333333333}

fes{,ﬁ'eq(lOO)

{O. 1025,0.1025,0.109166666667,0,090833333333,0,105833333333,0.098333333333,0.099166666667,0.09¢%
fes{ﬁ‘eq(lOOO)

{0.099916666667,0.09675,0.09875,0.09825,0. 100416666667,0,099833333333,0,104166666667,0,09925,0. ¢
testfreq10000)

{O. 100516666667,0.101183333333,0.100216666667,0.099408333333,0,100225,0.09955,0.099733333333,00
tesifreq(100000)

{O. 1003575,0.0995275,0.100189166667,0,.100043333333,0.099736666667,0,0998775,0.099876666667,0.0%

1 Les écarts a la fréquence de%0restent importants pour = 10; ils sbéatt®nuent
mesure qua grandit.

Mais dans quelle mesure ces fréquences-aliteg acceptabled Sontelles simplementdues au
fluctuations dOWThph®ndbdMmMomeod ge@®quuainrt®pamd i e sur
s 6 ® c #ltes beaudoup trop des ¥théoriques attends

Cbest un probl me dbdédad®quat i odas’esdasses dkterralls®qui r ®|
S et ESdes lycéeS. Intéressonsious aux résultatsrécédentsbtenus poun = 100 000 tirages de la
fonctionrand(), soitN = 1200 000 chiffres aléatoires.

On cal culle«distahebd entte la fréquence des résultats obtert les fréquees
théoriques de la loi uniformeutes égales a 0;1

{O. 1003575,0.0995275,0.10018916666667,0.10004333333333,0.099736666666667,0.0998775,0. 099876666
{O. 1003575,0.0995275,0.100189166667,0.100043333333,0.099736666667,0.0998775,0.099876666667,0.0%

seql0. 1,k0,9)— freqt {0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1 }

Sum((ﬁ‘éq—ﬁ‘eqf)2) 0.000000814337

On calcule ensuitkNd®, ot k = 10 pour les 10 éventualités de notre expérience trouve
approximaivement 9,77

‘ 10°1200000°8.1433749999712€-7 9.77204599997

Muniquement par simulation et-desxagunesnous déeelofpins jastelaprés.h ®ori que de |l a | oi

© T3 France 2011 / Photocopie autorisée



Autour des générateurs pseudo-aléatoires 519

On sait quekNd suit une loi de khileuxa 9 degréde libertd?>. L e  9n viedt degcaldulers
une réalisation de cette loi

Pour cette loi théoriquée khideux a 9 degrés de liberen observe que %% des valeurs prises sont
inférieures a 169:

‘ invy2(0.95,9) 16.9189776043
Le 9,77 trouvé est tout a fait satisfaisant car on obtient un résolltatticor me ~ cel ui guobor
%% des cas avec une | oi uni f or me. On peut donc
générés par le logicielMs pi re suivent wune | oi ®quir®partie s
Mais en procédant ainsi, onrisqued r ej et er 7 t 0% tes tas, beypod te mts e d an

du khir-deux dépasse 16,91, bien que la loi soit uniforme.

On peut faire encore plus vite, mais il faut raisonner avec les effectifs et non plus les fréqetences
utiliser ™¢hilgomstructi on

freq 1200000 - effobs

{120429.,119433.,120227.,120052.,119684.,119853.,119852 ,119833.,120664.,119973, }
freqt 1200000 — effthe

{120000.,120000.,120000.,120000.,120000.,120000.,120000.,120000., 1 20000.,120000. }

¥2GOF effobs,effthe,9: stat results "Titre" "2 GOF"
"y 9.77205
"PVal" 0.369252418507
"df" 9.
"CompList" RO

On retrouve la valeur du chieux calculée précédemmeR¥al donne la probabilité que cette valeur

soit dépasséecela arrive dans presque 36des cas, et dans &% des cas, la valeur obtenue est

i nf®rieure. On peut udeschiffreaatéat@rgstgénérés paNFpyesoiverit s e q
une loi uniforme, au risque de%b par exemple.

1 Uneanimation graphique de ce phénomene se réalise trés rapidement aNsrel

Tout dbéabor d dableus& llistesagn prépare la telie dencalculde la pagesuivante,
en nommankx etyy les colonnes B et C.

Enfin, d a n s Dolnéea ptpHtistiquest anodeamande la représentation graphique de
| 6hi stBgpammepondant , (clic d rajoutet unes varidd avec d e | €
fréquence»).

On peut aussi ajouter un curseur et la courbe représentative de la fonction défipxe=payl.

121 de moins que les 10 résultats possibles de notre exprienc
13\/oir le menu Probabilitd e | 6 ap Egiclls cat i on

14 Soit « chi2 goodness of fit in englishou«c hi 2 t est »dufencpreshi2adéquatiom dans le meniStatistiques, Tests
statistiques, khi deux ADE

15 En jouant sur la largeur des reufites, car nous avons besoin plus de diagrammes en batons.
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P Y B ] E & I

=seq(k k,1,10) =testfreq('n)

95. 0.1
0.081579
0112281
0.103508
0.086842
0.108772
0.080351
0.111404

010614

0.089123

=R R e S N R

s

.
¢ |yy:=testfreq(n] <[>
n=3839,
0.144 o ‘ﬁﬂ T T
10000.
0124

0.10

0.08-

0.06-

0.04:

0.02;

0.00- T
1 2 3 4 5 3] 7 8 9 10 11

XX

1 Dans tous les résultats obtenus, @trouve évidemmendes fréqueces prochesdes 10 %
fatidiquessd 6 aut ant sp L a diér N esbgrahdge qui est la moindre des choses pour des

nombremyant | a pr®tention doé°tre al ®atoires.
Précisons ce dernier poir@onsidérons donc la lo{q u i donne | e nsddhbime cthd &ppa
donn®, Il or s doéumMdoiselaps®rl iee nccaes rd@pu@te®el oi. @Pueisrt®p &
une | oi bi nomi al e, dans |l aquelle |l e succ s corr
égaleé&p—i
10°

: N 1.9 _ON
O t queE(X) =Np =— et queV(X) = Npg =N x —x —=—
" sait QUE) =Np =75t auevX) =Npa=N> 3576100
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Lavariablealéatoire{zﬁrepr®sente alors |l a fr®quence dobdéapp
alors:
axX 6.1 1 ax o1 0,09
E(Y)= Ex o= H X) = etV(Y)=Va ==V X) =—.
) SEN—QNE()lo (v) SENQNZ() N

On constate dexXest bieﬁ%o sup1® %a aver ain écaitype de %;,:%3 qui
N

diminue quandN augmente Cela expliqgue pourquoi la dispersion des résultats diminue ghand
grandit.

Formulonscete diminution en faisant inteenir la loi normale et le théoreme central limita

+... + . .
fréquenced 6 a p p arrdiétuino nc h i f estraassi dgala n>SJ®N—XN ou X est la loi de

Bernoul | i correspondant consitédédgs patiablest aléatairgé soatu  n o n
: 1 . 9
i nd®pendant eEg X )=dpo=e-sepdBvareamceVd X ) = p(1 - =

p B{ ;) =dpo g sep {x)=p(t -9 =
Le théoréeme central limiteffirme alors queY converge en loi vers la o i nor mal ?16 adesp®®r
de variancewd onc dypeBe O’3t

N W

Les propriétés de la loi normale sont bien connuess&iten particulierque | 6 on%tesouve 9

val eur s dans un i 31 autour dall d ees p ®GF a i fwiurt (uedteervalR®
déampls)ytude 3

Précsons ce résultat sur un exemplestonsn = 10000 nombres aléatoires et doht= 120000

/120 000

sont dans wun in$a&mourdell%l.e doéamplitude 2

chiffres.L 6 ® ¢ypervauts = et on constatedans ce casjue toutesds valeurs obtenues

fes{ﬁ‘eq(IOOOO)—»res
{0.09865,0. 100541666667,0.09905,0.100941666667,0,101175,0.100208333333,0.09915,0.101375,0,10021#

0.3 0.000866025404

120000 o

{0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0. 1 }+2-0— bsup:{ 0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0. 1 } —2- o binf
{0.098267949192,0.098267949192,0. 0982679491 92,0.098267949192,0, 098267949192,0.098267949192,0.¢

binf<res<bsup { true true true true true true true true true true }
|
On peut r®p®ter | 0exp®rience un certaiorumombr e
méme ligne, séparéespasxk En ¢ o mp t a n suivatl on conétaecqueasor 170 résultats, on
obtient 8false, soit ungréquence de 4,70 %, ce qui est proche de la fréquence théorique.

Bref, on retrouve le faitque les®s ul t at s sont conformes ©° ce qudil
vraimenttirés au hasardraison de plus pour considérer qlie point de vue de ce test, on peut faire
comme scela avait été le cas.

18 A la main!
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tesifreql10000| - res:binf<res<bsup

{trueltrue,tme,tme,true,true,true true, true true} =

tesifreql10000] = res:binf<res<bsup

{ true,true true,true,true, true, true, true, true true

tesifreql10000] = res:binf<res<bsup

{true true, true true true true, true, false, true, false

tesifreql10000| - res:binf<res<bsup

{true true true true true true, true true, true, true

tesifregl10000] = res: binf<res<bsup

{true true,true true true, true, true, true, true, true

tesifreql10000] — res:binf<res<bsup

{true true true true true, true, true, true true true

tesifreql10000| = res:binf<res<bsup

{false true true true true trie, trie, trie, trie trie

testfregl10000] = res:binf<res<bsup

{true true true true true, true, true, true, true true

{true true true true true true, true true, true, true

tesifreql10000] = res:binf<res<bsup

tesifreql10000] = res:binf<res<bsup

{true false true true true, true, true, true true true

tesifreql10000| - res:binf<res<bsup

{true true true true true true, true true, true, true

tesifreql10000] = res:binf<res<bsup

{true true true true true, true, true, false, true true

tesifreql10000] = res:binf<res<bsup

{true true, false true true true true true true true

tesifreql10000| - res:binf<res<bsup

{true true true true true true, true true, true, true

tesifregl10000] = res: binf<res<bsup

{true true, true, true, true, true, true, false, true true

(10000]
(10000)
(10000)
(10000]
(10000)
(10000)
(10000]
(10000)
zes{ﬁ‘eq(IOOOO) - res:binf<res<bsup
(10000]
(10000)
(10000]
(10000)
(10000)
(10000]
(10000)
(10000)

tesifreql10000] — res:binf<res<bsup

}
}
}
}
}
}
}
}
{true true, true true, true, true, false, true, true true}
}
}
}
}
}
}
}

{true true true true true, true, true, true true true

=
21/98]

Tenant compt e

de

ajoutons sui legnaphique rédédedes deuxt droites

d6®quayt=®,b+2Eety=0,1+2M, repr®sentant | es bornes

N

de fluctuation a 956 des frégquences.

N

0144 n =273,

[ai] 0 0

10000.

0124

0.107
0.084
0.06-
0.04-
0.02-
0.00-
1 2

3

4 5 5]

2.3 Le test du poker

1

Le test des fréquences, aussi important-ifoést loin pour autant de caractériser une suite

aléatoire. Ainspar exemple, on aurait une proportion trés proche dé aec la suite suivante, aussi
peu aléatoire que possihle

0,0,0,0,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,8 DD Detc.
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6ad®quation
aléatoire que possible.

D6éautres

tests

ddiuweret e dplihes °¢ ®le b s dpdkerdlt r e e u:
consiste, apres avoir regroupé les chiffres par paquets de 4, a ctanfpdguenceale configurations
parti cuwdllésque slédon rencaupdkar,re pr ®ci s®ment
Trois
_ _ quatre : deux hiff quatre
Configurations | chiffres | ""° PATE ) pajres | CMIMES 1 chiffres
s exactemen| " . identiques| . .
différents distinctes identiques
exactemen
Exemples 1574 4849 7337 5515 4444
Probabilité 0,504 0,432 0,027 0,036 0,001
Remar quons aussi que | orsque | d6on prend quatre
configurations a lieu par exemple, 3 chiffres identiques exactement suppose que le quatriéane ne
soitpasAutrement dit, l e tableau pr® c®dent do®&finit
tirages possibles.
Les calculs th®oriqgues ne pr®sentent pas de di f|

ordonnée de 4 chiffred.y en a en tout 10 Les probabilités du tableau sont obtenues ainsi

| a dresque parfaiteMads tarute en guestiontest ausss peu

pour 4 chiffres différentde nombre de cas possibles 488 9 38 7, 10 pour le premier

numéro, 9 pour le suivant, etda probabilité esdonc%.:%? :
4111 |1.2 3 |» Faenerateurs.. lea w ﬁa
10-9-8°7 63 1
104 125
10-9-8-7 0.504
10%

pour une pairede type ABCCon al03 9 38 3facgons de la fabriquea multiplier par le
nombre de facons de placer la paire parmi les 4 places possiblegrobabilité est

a4 ™03 938
ap2 ST

4 1.1 ]1.2

3 |» Fgenerateurs.. . lea e

104

nCri42) 10-9-8

A
54

125

104

nCr(4,2) 10-9-8

0.432

pour une double gre, type AABB, on a 10 facons de choisir le premier numéro, puis 9
fagcons de choisir le second (qui doit étre différent), soit en i@% 9 =90 choix, a
multiplier par le nombre de facons gdacer ces numéros parmi les 4 places ptesib

1a6

184 13039

= 3 : la probabilité est
282 ¢ 5 P 2% TS
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4/24 |25 | 3.1 |» *generateurs...lea w ﬂa

A

Lncre2) 100 2T
2 1000

104

pour trois chiffres identiques, de type AAAB, orl@3 9 facons de la fabriquer, a multiplier
par le nombre de fagons de placer les trois chiffremigas 4 places possible$a probabilité

esté14 09,
24
4 31 |» *generateurs...lea w ﬁa
nCr(4,3)-10°9 9 &
104 250
nCr{43)-109 0.036
104

enfin pour quatre chiffres identiques, elle v&llu(% =0,001.

On remarque que la somme de ces cing probabilités donne 1.

i La fonctiontestpok(n)s e p r o p lgeeeles dedtadu pokerranombres aléatoires générés
par la fonctiorrand() de la calculatrice.

Pour simplifier son écriture, elle a été décomposée en plusigaties» fonctions faisanthacune
une tache élémentaire.

La premiére,dedX), listetoss | e s awrhniorhbferdé 6 i d 6[@ ;4[ypasdédant 18écimales
en complétant par des 0 si nécessaire

dec 5/8|

Define dec(x):
Func
Local s,/
{T}-1
int(lolz-x) -7
For 1,12

mocl(r, 10) —»S:augment({s},f)—»d
r-s
—= .,

10
EndFor
Return /
EndFunc

Par multiplication par 16, le nombre est transformé en un entidont il faut extraire les tranches de
k chiffres. On récupéreces chiffes par dedglivisions successivepar 10.Voici quelquesuns des
résultats obtenus

dec(randl)) {0.9.,2.,9.,6.,0,4,4,1.,2,2.,0. }
dec(randl]) {1.,1.8,1,2,0,2,4,2.9.,1.5.}
declrand()) {2.2.2.,2,1.3.6.,7,4.8.5.3.}
declrand()) {9.8.3.3.,4.,4.6.,1.,9.,4,2.5. }
decrandl)) {7.2.3.14.,0.,2.,3.,1,6.,7.,8.,0. }
decrandl]) {6.,4.,1.,3.7.,6..6.,6.,5.,4.,,0.,0. }
declrand()) {2.6.7.,9.,1.,5.0.,0,4.8.,8.,2. }
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Nous pourrons facilement isoler des tranches de 4 chiffres avec les instructions et listiel et

right.

Une dauxieme tache élémentairecompte pour chacun des chégqui figure dans unéiste | de 4
chiffres son occurrence dans la liste consigédéns le but, comme on le verra plus loin, de détecter
la nature de cette liste (paire, double paire, brelan,:etc.)

eval

6/6|

Define eval(/)=

Func

Local resulti

newList(4) —result

Foril4
countIf(i,i[I'])—»I‘esuf![r’}

EndFer

tRetum result

EndFunc

Par exemple avec la liste {1,2,2,38yal doit renwoyer{1,2,2,1} car le 1 figure 1 fois, le 2 deux fois,

le 2 deux fois et le trois une fois.

421122 |23 |» *uenerateurs,, lea w ﬁn
evail{1,1,2,3}) {2211} &
evall{1,2,3,4}) {1,111}
evall{1,2,1,4}) {2121}
evall{1,2,1,2}) {2222}
evail{1,2,2,2}) {1,333}
evail{2,2,2,2}) {4444}

' X

5/99

En particulier, on remarque que le produit de la liste rerevogét:

1 lorsque les quatre chiffs sont deux a deux distincts (cela conduit a unerbsteoyéede

type {1,1,1,1});

41 or s estebno np r ® s e n ¢ aveduddiste renvqyéede type{2,2,1,1}) ;

16 pour une double paifavec une liste renvoyée de tyf2e2,2,2})

27 pour un brelagavec une liste renvoyée de ty{33,3,1})

256 pour un carcéavec une liste renvoyee de ty@es4,4,4})

Bref nous disposonbienavec cette
résultat on a obtenu (paire, brelan, etc.)

foncti

on

doéun

ndi

cateur

La fonctiontestpok, reprenant les idées précédentasten place ledst du poker poun nombres
aléatoiresla liste s comporte 5 élémentsle premier de ces éléments sert & compter le nombre de
résultats avec des numéros distincts, le deuxieme le nombre de paires, le troisieme le nombre de
doubles paires, le quatriemerlembre de brelans et le cinquiéme et dernier le nombre de darrés.
extrait les chiffres 4 par 4 avec la fonctide gestion des listesid. Le test précédenéval, sert a

identifier les différents résultats obtenus et on incrémente la valeur correspers.
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testpok 20/20)
Define testpokin]= =}

Func

Local »i1,res,sj
newList(S) -5
Forjl,n

a’ec(r‘and()) -]

For 41,94
product(evaf(mid[i, i, 4))) —res
If res=1 Then

J11-41]
Elself res=4 Then
s2]+1-42]
Elself res=16 Then
d3]+1-43]
Elself res=27 Then
s[4]+1-5[4]
Else
ssl+1-45]
EndIf
EndFor
EndFor

Return
3.n
EndFunc

™

La fonctiontestpok, que | 6on

pepuist le tabpeyrrerlvaeer les résultats suivants pour
n=10000:

=] e 5] E F E 2
=testpok('n)
valeur de n 10000|fréq. des mains ordinaires 0.500066666667
fréq des paires 0.4354
fréq des doubles paires 0.027233333333
fréq des brelans 0.036266666667
fréq des carrés 0.001033333333

E1 |n:=10000

ﬂ
¥l

Mesurons | 6ad®quation des r®sultats obtenus

© T3 France 2011 / Photocopie autorisée

avec



Autour des générateurs pseudo-aléatoires

527

On

i ntrodui

t

2
| 6 @éa()é ;tt)
i=1 i

khi-deux, oules x, représentent les effectifsbservég q u 6 o n
obtenues par 3 n = 30000"), ett; les effectifsthéoriques(égaux aux mbabilités théoriques

calculéegprécédenment toujours multipliées par 3000).Les effectifs observés sont mémorisés dans

Or

ccomand ondet fait dpabituell@eneent dans un test de

r ®cup r dréqgeencesmul t i p

de | a

la listexi, et les effectifs théoriques dans laliste d6é6o¥% | a for mul e
A B C B qq Bl = = =2
. =testpok('n) =dd*3*n
1 waleur de n 10000|Fréq. des mains ordinaires 0.510066666667 15302, 15120.
2 Fréq. des paires 0.428 12840, 12960,
3 Fréq. des doubles paires 0.027 810. 810.
4 Fréq. des brelans 0.034066666667 1022 1080.
5 Fréq. des carrés 0.000866666667 26. 30.
5}
7
8 valeur du X2 95% des valeurs inf a :
9 6.95 9.48772903678
10
11
12
13
14
15
16 i
ol
45 | (xi—ti)2)
ti [¢]2]
_ A.?gx.-qf . . o , .
on sait quUag " ou X; edt lavatialeoadéatoire qua chaque échantillon

i=1 i

de 3000Qyroupes de 4 chiffres consécutifs pris au hasard associe le nombre de configduatyqe
i, suit une loi de khdeux a quatre degséle liberté.

Dans la cellule C9alla feuille précédente, on a mis la valeur atteinte p&t 88s valeurs prises par

une telle loi de khdeux:

nous obtenons, 6,%est tout a fait satisfaisante, et conduin &

générateur pseuen| ®at oi r e

de |

2.4 Le test du bloc maximal®*®

1

a

Voyage

chiffre du milieu est strictement supérieux@uautres chiffres.

Ainsi 210 ou 332 ne sont pas maximaux p a r

il
Le

999.

nombr e

Un bloc de 3 chiffres étant donrggu e |
f -adirelrea bn @mbrees t d AleDOt0i, e rcsd e’s t 3

de

cas

c

est

ontre

| a

pas

200 s

153 |

17 0n rappelle que nombres aléatoires de 12 chiffres font trois fois plus de nombres de 4 chiffres.

18 On aurait pu utiliser directement la fonctiohi2gof.

comme

on

ut.éa fait

19 Proposé par Alain Ladureau daBtistiques au lycéeolume 2, brochure APMEP.

plus ha

e

6est

c éndren®,4877. Autrement dit, p(T ¢ 9,4877) °0,9: La valeur que
rejeter I

Fompor

On travaille cette fois par trancheu blos de 3 chiffres un tel bloc sera ditmaximalsi le

probab? |l it® qudil
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Soitmaintenanaun enti er quelconque compris ehlleblec 1 et
sera maximal si le premier chiffre du bloc est compris entrea@ dt(ac hoi x poslendstt es) e

de méme du troisiéme chiffre (de nouveathoix possibles)Soit en touta® a =& blocs maximaux
possibles fabricw@u®s ~ partir de | édentier

En tout, pour tous les entiers de 1 & 9, on aura donc

1+2° +.. 9¥ 285 blocs maximaux.
La probabilit® qubéun bloc pris au hasard soit ma
9 Passons a la simulation, a partir du générateur de la calculnce. s 6appuyant sur |

dec précédente, wus pouvons maintenant écrire la fonctiom qui compe le nombre de blocs
maximauxparmi les 4 entiers de 3 chiffres générés au moyenrdaspels de la fonctiorand().

"bm" enregistrement effectug |
Define bm{n)=
Func

Local res,cij,li
ct:=0
Forjl,n
a‘er:(r‘and()) -7
For ,1,10,3
mid(f, 1',3) —res
If r‘es[2]>res[l] and r‘es[2]>res[3] Then
ctHl—ct
EndIf
EndFor

EndFor
|

Return

4.n
EndFunc

On obtient par exemple les résultats suivants

4/28 |29 |2.10|» *generateurs...lea w ma
A

sm(10) 0.275
bm(100) 0.2975
bm(1000) 0.2905
bm(10000) 0.2844
bm(100000) 0.28513
559

La fréquence des blocs maximaux se rappe effectivement de 0,285, comme si lesirdales
avaient été tirées au hasard.

20 pour avoir un bloc maximal, 0 ne peut pas étre mis au milieu.
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{0.28513-400000,400000: (1-0.28513) } {114052. 285048 }
{0.285-400000,400000 (1-0.285)} {114000.,286000. }
¥2GOF {114052.,285948. },{ 114000.,286000. },1:stat. results "Titre" "y2 GOF"
"y 0.0331738437
"PVal" 0.855475305327
"df 1.
"CompList" O
invy2l0.95,1) 3.84145880886
Le test de khileux confirme ce que nous avons obsete&orte valeur d®Valmont r e que | don
accepter la | oi t h®orique donnant l a probabil it
supplémentaire quia loi du générateupseudealéatoire de notre calculatrise comporte comme la
I oi uni forme ®quir®partie sur {0, ¢é, 9}.
25Unepage-bi |l an avec | 6®di teur mat h®matique du
Nous voudrions regrouper dans unéme page les résultats des trois tests que agons étudiés,
ainsi que la validation éventuelle du générateur par le test eekii | 6®di teur mat h®m
| 6endroit i d®al pour centraliser tous ces r®sult
[Etude du genérateur aléatoire de la calculatrice A B phn [c=
Test des fréquences: =testfreq('n1)

nombre de tirages : n1:=5000 » 5000 0.101266666667
0.097683333333
0.0989

0.10025
0.100283333333

0
1
2
3
4
5| 0.099566666667
6
7
8
9

fréquence de chaque chiffre sur la feuille de calcul ci—contre. ..

fréquences theéoriques & 10%

Valeur du khi—deux: 6.4657

95% des valeurs sont inférieures a ; 16.919

"modéle uniforme non rejeté au risque de 5%"

0.100966666667

0.09965
0.100416666667
0.101016666667

Test du poker
numeéros distincts: 0,50807 (0.504)
paire: 0.42493  (0.432)
double paire: 0.02713  (0.027)
brelan: 0.037  (0.036)

carré: 0.00107  (0.001)

Valeur du khi—deux: 1.5706

95% des valeurs sont inférieures a : 2.4877

"modéle uniforme non rejeté au risque de 5%"

Test du bloc maximum

Fréguence des blocs maximums: 0.2876  (0.285) 5
vl B11 [¢]3]

2.6 Simulation de lois classiques avec rand()

Il est bien clair que par constructida,fonctionrand() permet ddabriquer un nombre qui suit la loi
uniformesul 6 i nt e:rl]¢ .&Remaguofs@uend(n) en produitn regroupés dans une liste.

Mai s si I 6on v e udeslsid continues maisdadsai des loie discrétminent, peut
on procédefr

T Commencons par exemple par la loi uniforme sur un intervalled ; b].

La fonction affinexn—>(b- a) X taenvoi e | 6;iljdtaenrsv d |0lagbt X suinldldi e [
uni forme surlfbi@siYr{be-R)vXa lkduielal[00i  uni for mea;Blur | 6i nt
Zousur[0;1[ mais on sait de toute fa-on que brme.probabilit® du 1 est n
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En effet six est un réel dga, b], alorsla fonction de répartition d€ est définie par

p(Yex) =f(b 4 X a ¢ gerxdgx'a

b -a

car la fonction de répartition déest définie poux réd par:
€0six<0
F(x) =1 xsi x 80,1
:'1 six>1
Doautr e<aalvet x Betsix2b, p(Ye x 4.
Bref Y suit bien la loi uniforme su] b].

Donc (b7 a)rand() +a simule la loi uniforme surg, b]. Ci-dessous par exemple, une simulation de

| oi uni forme swr | 6intervalle [5, 7]
2-rand([+5 5.81292610611 &
2-rand[}+5 5.93916855043
2rrand([+5 6.15409671294
2-rand([+5 5.52156948338
2-rand[}+5 6.67362460211
2rrand([+5 5.93477849308
2-rand([+5 5.07551410445
2-rand[}+5 6.24394334153
2rrand([+5 5.43719404545

1 Considérons maintenant la loi uniforme suW={n,n+ 1 ,n+g}0un etp désignent des
entiers naturels.

Commen-ons par simuler | a é&[on+peifiafeoprlptend(ecnront i nue
Chaque intervaller, n+1[, [n+1,n+ 2 [ , n+@ n+p+][, de longueur lapparait avec une probabilité
1
de .
p+l

Par conséquent, en prenant la partie entiére du calcul précédgntlipad()), chacun des entiers

den an+p apparaitra avec une probabilité égale—]\:;r\—l. On a bien simulé la loi uniforme sWf.
p

Ci-dessous une simulation de la loi unifoffreur | 6 ensemble {5,6, 7, 8}

)

intl4-rand| J+5

intl4-rand| +5

intl4-rand| +5

intl4-rand| +5

intl4-rand| +5

intl4-rand| J+5

intl4-rand| J+5

S O R e N R e

intl4-rand| +5

|4-rand(}+5]
(4 rand()}+s)
(4-rand(}+5)
(4 rand(}j+s)
int(4-r‘and()+5)
(4 randi(}+s]
(4 rand(}+s]
(4 rand(}+s]
(4-rand(}+s)

22 On peut aussi directement utilisendint(5,8) ou randint(5,8,100)s i on veut rep®t er | dexp®rience
comprendre que tout dérive cind().
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i Passons a une ldliscréteclassique, labi de Bernoulli de paramétrep.
Il suffit tout simplement de saisint(rand()+p).
Il est clair que

p¢rand) o ¢ p.

Par conséquenint(rand()+#p) prendra la valeur 1 a chaque fois que randg)sera compris entre 1 et
1 + p, donc avec une babilité p. Il prendra donc la valeur 0 avec une probabilité dé . Coest

bien une | 0i de Bernoul | i gue | oon simule.
Ckdessous est simul ®e | a r®alisation doéun ®v®nen
probabilit® dbi®EBGercan( 0Quiesguid, 2si mule | a r®al.
probabilité est 0,8, qui se réalise (1) ou non (0).

int(rand()+0.8) 0.5

int(rand()+0. 8) 1.

int(rand()+0. 8) 1.

1 Dans la foulée, la lobinomiale de parameétresnetpn 6 e st pcabse sltoipnar d®Ff i ni
somme den lois de Bernoulli ce qui reviat a compter le nombre de succés (1) quand on a répété
| 6 ®p nfeist v e

I suffit a@nn(mnd(d)ék@)ﬁ.t rer

k=1
Ai nsi dans bn@a®mulédaréaksationvda quelques lois binomiales de parametrHs
etp=0,8:autrementdi on compte | e nombre de succ s en r ®p

=)

10 10. [
Z(int(r‘and(ﬁo‘ 8))
k=1
10 7.

Z(int(r‘and(ﬁo‘ 8))

k=1
10 8.
Z(int(r‘and(%&é%))
k=1
10 9

Z(int(r‘and(ﬁo‘ 8))

k=1

f Venonse n mai ntenant " une | oi continufalogue | 6
exponentielle

Pour simuler un échantillon de loi expaniielle, on applique le théorénseivant,qui peut étre mis en
Tuvirersque | 6expression de | a fonction de r®part

Théoreme
Soita un nombre réel.
Si X est une variable réelle, de fonction de répartiffooontinue strictement croissante

ga,+ o sur g0;1, alors la variable aléatoiré = F(X) est uniformément distribuée sur
[0;1]

Remarguons quE(a) est nécessairement égal a 0, ainsikF pourx < a.
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Démonstration

Comme la fonction de répartitioR est continue strictement croigéa surga,+ o, c 0 e st une
bijection dega;+ o sur[0;1[T cbest la cl ® du r aNownrssanbiatteom t qui
réciproqueF' .

PosonsY = F(X) et montrons queY suit la loi uniforme sur [0,1]. Btermhonsdoncla fonction de
répartitionG deY.

Pour toutyde [0; 1] :

G(y)=p(v ey #RX ¥ (X PE) EFR()

Par aill eu®(sl,) &k&éund nga®rti,eur ou ®gal ~ 1, dbéautr
G(1)2 G(y) =y pour touty de ]0; 1[.

NécessairemenG(1) = 1.

Bref, ceci prouve qué est la loi uniforme sur [D1].

Autrement dit, S i oxh de pvalaurs suidabtulan IOK®c & otr is| 11 odbn®c h a |
(v = F(x)) suit la loi uniforme sur [0 1].

Léautre sens e sstlorsgueRl5s dienxtp® ri enseeferimitilesdeypothases du
théoreme s | 6 ®c ly)saittlalol uniforme sr([G1] , al or s ()gl =<F®((y,)1) guttai | | on
loi de X.

Appliquons ce résultat a la loi exponentielle, pour laguelréciproque de lfonction de répartition
se détermine facilement.

Pourx OO0, on peut écrire

F()=p(X &) B f()dt Hp'd getg1l e
et pourx < 0, on posé(x) = 0.

La représentation de la fonctiénest donnée ailessous pout = 2.

207 7y

-2.18 7 2.23

® -0.01
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Il est immédiat de muver que la fonctiofr estcontinue et strictement croissante guy +a .
La fonction de répartition est une bijection[@¢ +a[ sur [0; 1].

Déterminons la fonction réciproque BeSoity un réel dg0 ; 1[. On peut écrire

. . In(1-
y=1 -6 &* £y Uxhn(E y - x u—(fi)
o o In(1- rand )) _ .
Le théoreme précédent permet de conclureqae/— suit la loi normale de parametfe

In(ran ))

Comme 1 rand() suit la loi uniforme sur [01], on peut aussi prendre——+—-~.

“In{rand()) 0.462269700654 2
2
“Inrand()) 0.709987739916
2
“In{rand(}) 0845899851377
2
“In{rand()) 0.107319631641
2
“In{rand()) 1.66845378009
2
1 Enfin,ilreste laloinormale: point nbéest besoin de ch&depdilar ~ | ¢
TI-Ns pi r e tagtiencandn@m(pms), qui si mul e wune | oi nAype mal e d
S.
Signal ons par ail | etMuler pgrmet delgénérér gnononmbtevamb ene hie B o X

normale doesp@pasnce O et doé®cart
m+§/-2 Fh(ranc( )) cb£ 2p rein(j))

La partie \I-Z 3In(ranc( )) %:o% 2 fan )) de la formuleprécédenteorrespond & un nombre

aléatoire suivant une loi normale centrée réduite

181.563178101

180+5[-2'In cosl 2 mrand 187.57521763
180+5 |- cos| 2 mrand 186.053573673

178.470046044

( ()

{-2'Infrand()) cos{2 7 rand())
180+5 -2+ Infrand()) - cos(2- v rand()] 173, 46099657

{-2'In{rand()) cos{2wrand())

( )

( ()

175.972736777

Nous disposons donc, comme ndésavons montr ®, d 6 u marfaitentent lle  q u i L
hasard® et qui peut simuler la plupart des lois usuelles. Maimelre la question de savoir comment
on peut fabriquer un tel générateur.

Nous serait | possible, avec dresnnongangneers si mpl es, doben
Cbest | 6objet des pda aaxgprusp meosu sq wpir opwiswenrst d 6 ®t ud
pseudea | ®at oires cl assiques,  un pour son int®r°t
| autr e, un ge@n,®rcauee ulrd ocno nrgernuceonrttiree encore actue

23 0n aurait pu mettre le sinus & la place du cosinus.

24 Au moins au reagrd des tests que nous avons effectués...
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534 Mathématiques et TI-Nspire

3. Un exemple de générateur : la méthode Middle Square

3.1 Description de la méthode

by

Ce générateur pseudbéatire, proposé par Von Neumann a la fin des années,h 1840
historiquement un des prgersa tenter de simuler le hasard sur un ordinateur.

Part ant wde6 chiffresnpar erempld56789 q u 6 o n germés dulgénératelureon
| 8 ®| ~ v e nacu2086561905R1, Le processus peut étre &ié en prenantes 6 chiffres
certraux 656190comme nouveau gerrife

Ecrivons dans une feuille de calcul la méthoddiddle Square>. Toute la difficulté réside dans
| 6extraction des 6 chiffres centraux. En reprenas
inte 8 20g6s610(
ST

0 %2 | bSeayve ladsparition des trois chiffres de draite

. . . . & anm® o
Maintenant le reste dans la division paf & ce dernier nombre somodgnt 0 va
Ho 2
¢ ¢
donner | es 6 chiffres que | 6on veut extraire.
1:=456789 456789
n2 208656190521
n2 208656190
int|——
10
mod|208656190,10°) 656190

Nous disposons de tous les éléments pour construgréeuille de calcul.

B g B E F [ I

méthode middle square 456789
656190[ 208656190521
585316| 430585316100
594819 3425945819856
809642| 353809642761
520168| 655520168164
574748| 270574748224
335263| 330335263504
401279| 112401279169
24835| 161024835841
616777 616777225
413867| 380413867729
285893| 171285893689
734807 81734807449
9471327 539941327249
96520| 886096520929 U

2
B2 | =mod|int —3),106)
10 <[>
% geedn english.
%] est tout ~ fait possible que |l e nouveau germe commence par des:s
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Autour des générateurs pseudo-aléatoires 535

Pour information etontréle dans la cellule C2 est calculé le carré de la cellule B1, puis on recopie
sur quelques dizaines de lignes.

Ce processus esien shrpériodique™ partir daGun d6dertt®ai°n mwaot@i t g ue
plus longue possible.

32Cal cul de | a p®riode par | d6algorithme de P

La fonction suivantebasée sur un algorithme di & Poffardétermine précisément la longueur de la
p®r i ode doéunu préalablepla fonctiefsgei sest.a passeaf 6 un enti eavec au s Ui
notre générateuwtoit avoir été définie en ligne de commande.

pollard 8/1 1|

Define LibPriv pollard(x)=
Func
Local a,bk
u—-au—-5b0-=k
Loop

Aa)=aff)) -

If a=b:Exit
EndLoop
Loop
f(a)aaj{j{b))ab:}ﬁl 4k|
If a=bExit
EndLoop
Return &
EndFunc

On consid re deux suites, partant de | a m°me va
g®n®r ateur, dont fdfdwamedeuxdold Ipd wrs applei qque f.l daut r

La premiére boucle correspond au moment ou la suite la plus rapiderapaata plus lenteCela

arrive forc®ment car | e processus, gui:onfpaut t i nt ¢
imag ner deux coureurs <cyclistes, dont | 6un est
circulaire.A partir de ce moment, on entre dans la deuxiéme bouekdeux suites ont de nouveau

la méme valeur. Quand la plus lente a parcouru une-périadé®, la plus rapide a fait une période
compléte; enfin quand | a plus Il ente a parcouru | 6a
premi re fois par |l a plus rapide. Le nombre do®
alors la longueur dalpériode.

Les résultats montrent les faiblesses énormes de ce générateur, notamment des périodes souvent trés
courtes.

poﬁard(randlnt 107,10 210

pofiard(randlnt 107,10

pofiard(r‘amdlnt 107,10

20

po!!ard(randlnt 107,10

poﬁam‘(randlnt 107,10 1

poffam’(randlnt 10-,10 20

( 5
( 5
( 5
po;;ard(randlm(lo5
( 5
( 5
( 5
( 5

pollardirandIntl10~,10 1

»
14ﬁ4|

Coest un algorithme de type r ho deanéheldé eettedbééle comespomdcadatipanond e | a po °
périodique; ensuite on entre dans la période.

BUndemit our de piste pour |le cyclisteé
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Une recherche systématique de toutes les périodes possibles serait beaucoup trop longue, méme avec
le logiciel. On peut cependant tes quelques périodes avec un choix aléatoire du germe ldan
feuiledecalcut cb6est ¢ eprépui est fait ci

Les résultats sont décevantwalgré les 2500 essais, on ne trouve pas de période plus grande que 210,
ce qui est peuCela ne préjugeertes pas de la prépériode mais cela reste largement insuffisant pour
un générateur pseugdéatoire.

3.3 Les points fixes du générateur

On remarque aussi quie nombreux cyels tombent sur une période de 1, autrement dit sur un point
fixe du générateur.

Chea chons © | es d®terminer au moyen dbéune fonctio
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