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Hasard et informatique peuvent paraître antinomiques. Car enfin, comment le circuit imprim® dôun 

ordinateur ou dôune calculatrice, parfaitement déterministe et prévisible, pourrait être le siège de 

phénomènes dus au hasard ?  

Mais tout comme les mathématiques ont depuis un peu plus de trois siècles appris à étudier le hasard, 

les ordinateurs, d¯s quôils sont apparus, sont parvenus ¨ g®n®rer du hasard, ou ¨ tous le moins, ¨ faire 

semblant de générer du hasard.  

Lôillusion est quasi-parfaite, côest bien lôessentiel ! 
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1. Introduction : hasard et informatique 

1.1 Un précurseur : A Million Random Digits 

En 1955, la Rand Corporation a publié un livre intitulé A Million Random Digits
1
 : livre indigeste sôil 

en est, constitué de 400 pages, comme celle qui suit
2
, contenant chacune 50 lignes de 50 chiffres. 

 

Le plus paradoxal, côest que ce livre a eu des lecteurs, disons plus justement des utilisateurs. En effet, 

la production de chiffres aléatoires intéresse au plus au point les mathématiciens, et plus généralement 

les scientifiques. Par exemple, les célèbres méthodes de Monte-Carlo de calcul approch® dôaire
3
, font 

intervenir une distribution aléatoire de points.  

La génération de tous ces chiffres al®atoires se fait automatiquement, comme le pr®cise lôintroduction, 

¨ lôaide dôune sorte de roulette ®lectronique. 

1.2 Le hasard sur un ordinateur 

Lôav¯nement de lôinformatique a permis le traitement automatis® dôun grand nombre dôinformations. 

Mais malheureusement on ne dispose pas dans un ordinateur, ou une calculatrice, de véritable source 

de hasard
4
. Tous les calculs sont au contraire effectués de manière implacable et régulière dans des 

circuits imprimés, où les mêmes entrées appellent inexorablement les mêmes sorties
5
. Bref, le 

d®terminisme est ¨ lôîuvre dans toute sa rigueur !  

                                                      

1 Un million de chiffres décimaux au hasard... Ce livre est toujours vendu sur Amazon. Il en restait un seul exemplaire le 31 octobre 2010, à 

la date o½ jô®cris. 
http://www.amazon.com/Million-Random-Digits-Normal-Deviates/dp/0833030477/ref=sr_1_1?ie=UTF8&s=books&qid=1288522432&sr=8-1 

2 Côest dôailleurs la premi¯re... obtenue sur le site Amazon en feuilletant le livre. 

3 Elles ont été mises au point en 1948 par Von Neumann, Ulam, Fermi et Metropolis. 

4 Lô®quivalent dôun petit bonhomme fac®tieux et impr®visible brassant les num®ros dôune urne pour en extirper un chiffre au hasard renvoy® 

¨ lô®cran... 

5 Et côest heureux finalement ! 

http://www.amazon.com/Million-Random-Digits-Normal-Deviates/dp/0833030477/ref=sr_1_1?ie=UTF8&s=books&qid=1288522432&sr=8-1
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Faute de vrai hasard, il faut se contenter dôun hasard calcul®... Une illusion de hasard ni plus ni moins, 

une formule, un algorithme parfaitement déterministe, mais qui donne ¨ lôutilisateur lôimpression du 

hasard ¨ lôîuvre. Par son impr®visibilit® dôabord, mais aussi par son comportement : un statisticien, 

analysant les données, ne doit pas être capable de les distinguer du vrai hasard
6
.  

On parle dans ce cas de générateur pseudo-aléatoire. 

Nous donnerons dans la suite quelques exemples de formules utilisées pour générer du pseudo-hasard. 

1.3 Quôattend-on dôun tel g®n®rateur ?  

Plusieurs crit¯res sont en g®n®ral mis en avant, mais tout d®pend de lôutilisateur et des besoins quôil 

manifeste.  

Le premier de ces crit¯res, qui conditionne le reste, est sans doute lôimitation la plus parfaite 

possible du hasard : cela reste à définir
7
 mais côest bien la moindre des choses que lôon attende dôun 

tel générateur. En particulier, les nombres produits ne doivent pas faire apparaître de suite logique 

apparente. On dit qu'un générateur pseudo-aléatoire est acceptable s'il a passé avec succès toute une 

batterie de tests de statistiques généraux, sur lequel nous reviendrons dans la suite du chapitre. 

La vitesse est aussi un élément important : dans un algorithme, il nôest pas rare de devoir g®n®rer 

quelques centaines, voire quelques milliers ou millions (pour les utilisateurs les plus « voraces »), de 

nombres al®atoires et lôon ne souhaite pas passer sa vie à attendre le résultat... 

Pour être rapide, le générateur aléatoire doit être simple. La simplicité rend de plus le générateur 

facile ¨ tester dans toutes les situations. Si lôalgorithme est compliqu®, on peut toujours craindre des 

comportements imprévisibles dans certains cas. On dit souvent sous forme de boutade : « Plus 

lôalgorithme est compliqué moins la séquence sera aléatoire »
8
. 

£videmment, on attend dôun g®n®rateur pseudo-aléatoire quôil ne pr®sente aucune faille grave, faute 

de quoi il serait immédiatement disqualifié. Dôo½ lôimportance de travailler avec des g®n®rateurs 

pseudo-aléatoires testés et validés : ceux-l¨ sont corrects... jusquô¨ preuve du contraire. Cela suppose 

aussi que lôalgorithme mis en îuvre soit complètement public et puisse °tre ®tudi® par nôimporte qui. 

2. Le générateur pseudo-aléatoire de la TI-Nspire 

2.1 La fonction rand() 

Pour la TI-Nspire, le générateur pseudo-aléatoire est donné par la fonction rand(), qui renvoie un 

nombre de lôintervalle [0 ; 1[, avec 12 chiffres après la virgule
9
 : il réalise la loi uniforme sur cet 

intervalle.  

La formule utilis®e semble pour le moins g®n®rer des nombres au hasard, si lôon sôen tient ¨ lô®cran 

qui suit. Il est notamment impossible de prévoir le nombre à suivre...  

Attention la fonction rand() est très « volatile è, en ce sens quô¨ chaque fois quôon lôappelle, un 

nouveau nombre al®atoire est calcul®. Si lôon veut travailler avec un nombre al®atoire donn®, il faut 

lôavoir au pr®alable sauvegard® dans une variable. 

                                                      

6 Le hasard dôun d®, ou dôun num®ro tir® dans une urne par exemple... 

7 Ce que nous ferons plus loiné 

8 Voir le site http://www.apprendre-en-ligne.net/random/pseudo.html, qui développe tous ces aspects. 

9 14 si lôon compte les chiffres de r®serve, ce que nous ne ferons pas ici.  

http://www.apprendre-en-ligne.net/random/pseudo.html
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Attention le dernier nombre de la série ci-dessus nôa que 11 chiffresé car il se termine par un 0. Il 

faut penser à compter ce 0 non affiché, faute que quoi on introduirait un biais en sous-représentant le 

0. 

Pour sôassurer quôils se comportent comme le hasard, les générateurs pseudo-aléatoires sont soumis à 

quelques tests, avant dô°tre valid®s puis utilis®s. Nous nous proposons dôen utiliser quelques-uns sur 

le rand() de la calculatrice. 

2.2 Le test des fréquences 

¶ Le test le plus naturel est celui des fr®quences dôapparition de chaque chiffre. Avec le vrai 

hasard, un chiffre particulier nôa pas de raison dô°tre plus ou moins repr®sent® quôun autre. Autrement 

dit, les fréquences de chaque chiffre doivent à la longue se rapprocher de 10 %.  

On attend évidemment la même chose dôun g®n®rateur pseudo-aléatoire : côest le premier test auquel 

on le soumet. 

La fonction suivante mesure la fréquence des chiffres qui constituent les nombres aléatoires renvoyés 

par la fonction rand() de la calculatrice. 

Dans la liste l, on mémorise lôeffectif des diff®rents chiffres : depuis le 0, compté dans l[1], jusquôau 

9, compté dans l[10] . On observe le décalage des indices, car les listes sur TI-Nspire sont indexées à 

partir de 0. 

La fonction consiste à répéter n fois le traitement suivant : 

on prend un nombre aléatoire, avec 12 chiffres après la virgule ; 

on le transforme en entier en le multipliant par 10
12

 et en en prenant la partie entière
10

 ; 

on r®cup¯re un par un tous ses chiffres, en commenant par le chiffre des unit®s (côest lôobjet 

de la deuxième boucle For) ; 

on met à jour les effectifs correspondants dans la liste l, en faisant attention au décalage 

dôindice. 

                                                      

10 Sôil se termine par un ou plusieurs 0, ces derniers seront bien compt®s. 
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Comme chaque nombre aléatoire comporte 12 chiffres, on travaille en tout avec 12n chiffres, dôo½ le 

résultat renvoyé qui donne bien la fréquence de chaque chiffre.  

 

 

¶ Les écarts à la fréquence de 10 % restent importants pour n = 10 ; ils sôatt®nuent au fur et ¨ 

mesure que n grandit. 

Mais dans quelle mesure ces fréquences sont-elles acceptables ? Sont-elles simplement dues aux 

fluctuations dô®chantillonnage dôun ph®nom¯ne suivant une loi ®quir®partie sur {0,é9} ou bien 

sô®cartent-elles beaucoup trop des 10 % théoriques attendus ?  

Côest un probl¯me dôad®quation ¨ une loi ®quir®partie, que lôon aborde dans les classes de terminales 

S et ES des lycées
11

. Intéressons-nous aux résultats précédents obtenus pour n = 100 000 tirages de la 

fonction rand(), soit N = 1 200 000 chiffres aléatoires. 

On calcule dôabord la « distance » d
2
 entre la fréquence des résultats obtenus et les fréquences 

théoriques de la loi uniforme toutes égales à 0,1 :  

 

On calcule ensuite kNd
2
, où k = 10 pour les 10 éventualités de notre expérience : on trouve 

approximativement 9,77. 

 

                                                      

11 Uniquement par simulation et sans lôattirail th®orique de la loi de khi-deux que nous développons juste après. 
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On sait que kNd
2
 suit une loi de khi-deux à 9 degrés de liberté

12
. Le 9,77 quôon vient de calculer est 

une réalisation de cette loi. 

Pour cette loi théorique de khi-deux à 9 degrés de liberté, on observe que 95 % des valeurs prises sont 

inférieures à 16,9
13

 :   

 

Le 9,77 trouvé est tout à fait satisfaisant car on obtient un résultat conforme ¨ celui quôon obtient dans 

95 % des cas avec une loi uniforme. On peut donc accepter lôhypoth¯se que les chiffres al®atoires 

générés par le logiciel TI-Nspire suivent une loi ®quir®partie sur lôensemble {0,é,9}. 

Mais en procédant ainsi, on risque de rejeter ¨ tort lôhypoth¯se dans 5 % des cas, ceux où le résultat 

du khi-deux dépasse 16,91, bien que la loi soit uniforme. 

On peut faire encore plus vite, mais il faut raisonner avec les effectifs et non plus les fréquences, et 

utiliser lôinstruction
14

 chi2gof : 

 

On retrouve la valeur du chi-deux calculée précédemment. PVal donne la probabilité que cette valeur 

soit dépassée : cela arrive dans presque 36 % des cas, et dans 67 % des cas, la valeur obtenue est 

inf®rieure. On peut donc accepter lôhypoth¯se que les chiffres aléatoires générés par TI-Nspire suivent 

une loi uniforme, au risque de 5 % par exemple.  

¶ Une animation graphique de ce phénomène se réalise très rapidement avec TI-Nspire. 

Tout dôabord dans lôapplication Tableur & l istes, on prépare la feuille de calcul de la page suivante, 

en nommant xx et yy les colonnes B et C. 

Enfin, dans lôapplication Données et statistiques, on demande la représentation graphique de 

lôhistogramme
15

 correspondant, (clic droit en bas de lô®cran, puis ç ajouter une variable avec 

fréquence »). 

On peut aussi ajouter un curseur et la courbe représentative de la fonction définie par f(x) = 0,1. 

                                                      

12 1 de moins que les 10 résultats possibles de notre expérience. 

13 Voir le menu Probabilité de lôappplication Calculs. 

14 Soit « chi2 goodness of fit » in english ou « chi2 test dôajustement » ou encore « chi2 adéquation » dans le menu Statistiques, Tests 

statistiques, khi- deux ADE 

15 En jouant sur la largeur des rectangles, car nous avons besoin plus de diagrammes en bâtons. 
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¶ Dans tous les résultats obtenus, on retrouve évidemment des fréquences proches des 10 % 

fatidiques, dôautant plus proches que lôentier N est grand, ce qui est la moindre des choses pour des 

nombres ayant la pr®tention dô°tre al®atoires.  

Précisons ce dernier point. Considérons donc la loi X qui donne le nombre dôapparitions dôun chiffre 

donn®, lors dôune exp®rience r®p®t®e N fois, dans le cas dôune loi ®quir®partie sur {0, é, 9}. Côest 

une loi binomiale, dans laquelle le succ¯s correspond ¨ lôapparition du chiffre, avec une probabilit® 

égale à 
1

10
p= .  

On sait que E(X) = Np = 
N

10
 et que V(X) = Npq = N × 

1

10
 × 

9

10
 = 

9N

100
. 
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La variable aléatoire =
X

Y
N

 repr®sente alors la fr®quence dôapparition du chiffre consid®r®. On a 

alors : 

() ( )
1 1

10

å õ
= = =æ ö
ç ÷

X
E Y E E X

N N
 et () ( )

2

1 0,09å õ
= = =æ ö
ç ÷

X
V Y V V X

N N N
. 

On constate que lôesp®rance de X est bien 
1

10
 ou 10  %, avec un écart-type de 

0,09 0,3

N N
=  qui 

diminue quand N augmente. Cela explique pourquoi la dispersion des résultats diminue quand N 

grandit. 

Formulons cette diminution en faisant intervenir la loi normale et le théorème central limite. La 

fréquence dôapparition Y dôun chiffre donn®  est aussi égale à 1 ...+ +NX X

N
 où Xi est la loi de 

Bernoulli correspondant ¨ lôapparition, ou non, du chiffre considéré. Les variables aléatoires Xi sont 

ind®pendantes, dôesp®rance ( )
1

10
i

E X p= =  et de variance ( ) ( )
9

1
100

i
V X p p= - = .  

Le théorème central limite affirme alors que Y converge en loi vers la loi normale dôesp®rance 
1

10
 et 

de variance 
0,09

N
 donc dô®cart-type s = 

0,3

N
. 

Les propriétés de la loi normale sont bien connues. On sait en particulier que lôon trouve 95 % des 

valeurs dans un intervalle dôamplitude 2s autour de lôesp®rance (et 99 % pour un intervalle 

dôamplitude 3s).  

Précisons ce résultat sur un exemple : testons n = 10 000 nombres aléatoires et donc N = 120 000 

chiffres. Lô®cart-type vaut s = 
0,3

120 000
 et on constate, dans ce cas, que toutes les valeurs obtenues 

sont dans un intervalle dôamplitude 2s autour de 
1

10
. 

 

On peut r®p®ter lôexp®rience un certain nombre de fois, en juxtaposant les deux instructions sur une 

même ligne, séparées par« : ». En comptant sur lô®cran suivant
16

, on constate que sur 170 résultats, on 

obtient 8 false, soit une fréquence de 4,70 %, ce qui est proche de la fréquence théorique.  

Bref, on retrouve le fait que les r®sultats sont conformes ¨ ce quôils seraient si les nombres avaient ®t® 

vraiment tirés au hasard : raison de plus pour considérer que du point de vue de ce test, on peut faire 

comme si cela avait été le cas. 

                                                      

16 À la main ! 
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Tenant compte de qui vient dô°tre dit, ajoutons sur le graphique précédent les deux droites 

dô®quations 
0,3

0,1 2y
N

= + ³  et 
0,3

0,1 2y
N

= + ³ , repr®sentant les bornes extr°mes de lôintervalle 

de fluctuation à 95 % des fréquences. 

 

2.3 Le test du poker 

¶ Le test des fréquences, aussi important soit-il, est loin pour autant de caractériser une suite 

aléatoire. Ainsi par exemple, on aurait une proportion très proche de 10 % avec la suite suivante, aussi 

peu aléatoire que possible : 

0,0,0,0,1,1,1,1,2,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,6,6,6,6,7,7,7,7,8,8,8,8,9,9,9,9, 0,0,0,0 etc. 
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Lôad®quation ¨ la loi uniforme serait aussi presque parfaite. Mais la suite en question est aussi peu 

aléatoire que possible. 

Dôautres tests doivent donc °tre mis en îuvre. Le plus c®l¯bre dôentre eux est celui dit du poker. Il 

consiste, après avoir regroupé les chiffres par paquets de 4, à compter la fréquence de configurations 

particuli¯resé celles que lôon rencontre pr®cis®ment au poker. 

Configurations 
quatre 

chiffres 

différents 

une paire 

exactement 

deux 

paires 

distinctes 

Trois 

chiffres 

identiques 

exactement 

quatre 

chiffres 

identiques 

Exemples 1574 4849 7337 5515 4444 

Probabilité 0,504 0,432 0,027 0,036 0,001 

Remarquons aussi que lorsque lôon prend quatre chiffres au hasard, une et une seule de ces 

configurations a lieu : par exemple, 3 chiffres identiques exactement suppose que le quatrième ne le 

soit pas. Autrement dit, le tableau pr®c®dent d®finit une loi de probabilit® sur lôensemble de tous les 

tirages possibles. 

Les calculs th®oriques ne pr®sentent pas de difficult®s. On peut consid®rer quôun r®sultat est une liste 

ordonnée de 4 chiffres. Il y en a en tout 10
4
. Les probabilités du tableau sont obtenues ainsi : 

pour 4 chiffres différents, le nombre de cas possibles est 10 9 8 7³ ³ ³, 10 pour le premier, 

numéro, 9 pour le suivant, etc. : la probabilité est donc 
4

10 9 8 7

10

³ ³ ³
 : 

 

pour une paire, de type ABCC, on a 10 9 8 1³ ³ ³ façons de la fabriquer, à multiplier par le 

nombre de façons de placer la paire parmi les 4 places possibles : la probabilité est 

4

4 10 9 8

2 10

å õ³ ³
æ ö
ç ÷

 : 

 

pour une double paire, type AABB, on a 10 façons de choisir le premier numéro, puis 9 

façons de choisir le second (qui doit être différent), soit en tout 10 9 90³ =  choix, à 

multiplier par le nombre de façons de placer ces numéros parmi les 4 places possibles 

41
3

22

å õ
=æ ö

ç ÷
 : la probabilité est 

4

41 10 9

22 10

å õ³
æ ö
ç ÷

 : 
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pour trois chiffres identiques, de type AAAB, on a 10 9³  façons de la fabriquer, à multiplier 

par le nombre de façons de placer les trois chiffres parmi les 4 places possibles : la probabilité 

est 
4

4 10 9

3 10

å õ³
æ ö
ç ÷

 : 

 

enfin pour quatre chiffres identiques, elle vaut 
4

10
0,001

10
= . 

On remarque que la somme de ces cinq probabilités donne 1. 

¶ La fonction testpok(n) se propose dôappliquer les tests du poker à n nombres aléatoires générés 

par la fonction rand() de la calculatrice. 

Pour simplifier son écriture, elle a été décomposée en plusieurs « petites » fonctions faisant chacune 

une tâche élémentaire. 

La première, dec(x), liste tous les chiffres dôun nombre de lôintervalle [0 ;1[ possédant 12 décimales 

en complétant par des 0 si nécessaire : 

 

Par multiplication par 10
12

, le nombre est transformé en un entier r dont il faut extraire les tranches de 

k chiffres. On récupère ces chiffres par des divisions successives par 10. Voici quelques-uns des 

résultats obtenus : 
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Nous pourrons facilement isoler des tranches de 4 chiffres avec les instructions de liste left, mid et 

right . 

Une deuxième tâche élémentaire compte pour chacun des chiffres qui figure dans une liste l de 4 

chiffres son occurrence dans la liste considérée, dans le but, comme on le verra plus loin, de détecter 

la nature de cette liste (paire, double paire, brelan, etc.) : 

 

Par exemple avec la liste {1,2,2,3}, eval doit renvoyer {1,2,2,1} car le 1 figure 1 fois, le 2 deux fois, 

le 2 deux fois et le trois une fois. 

 

En particulier, on remarque que le produit de la liste renvoyée vaut : 

1 lorsque les quatre chiffres sont deux à deux distincts (cela conduit à une liste renvoyée de 

type {1,1,1,1}) ; 

4 lorsquôon est en pr®sence dôune paire (avec une liste renvoyée de type {2,2,1,1}) ; 

16 pour une double paire (avec une liste renvoyée de type {2,2,2,2}) 

27 pour un brelan (avec une liste renvoyée de type {3,3,3,1}) 

256 pour un carré.(avec une liste renvoyée de type {4,4,4,4}) 

Bref nous disposons bien avec cette fonction dôun indicateur qui permet de d®tecter quel type de 

résultat on a obtenu (paire, brelan, etc.) 

La fonction testpok, reprenant les idées précédentes, met en place le test du poker pour n nombres 

aléatoires. La liste s comporte 5 éléments : le premier de ces éléments sert à compter le nombre de 

résultats avec des numéros distincts, le deuxième le nombre de paires, le troisième le nombre de 

doubles paires, le quatrième le nombre de brelans et le cinquième et dernier le nombre de carrés. On 

extrait les chiffres 4 par 4 avec la fonction de gestion des listes mid. Le test précédent, eval, sert à 

identifier les différents résultats obtenus et on incrémente la valeur correspondante de s. 
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La fonction testpok, que lôon peut appeler depuis le tableur, renvoie les résultats suivants pour 

n = 10 000 : 

 

Mesurons lôad®quation des r®sultats obtenus avec les valeurs th®oriques annonc®es plus haut.  
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On introduit lô®cart quadratique moyen 
( )

2
5

1=

-
ä

i i

i i

x t

t
 comme on le fait habituellement dans un test de 

khi-deux, où les xi représentent les effectifs observés (quôon r®cup¯re en multipliant les fréquences 

obtenues par 3 ³ n = 30 000
17

), et ti les effectifs théoriques (égaux aux probabilités théoriques 

calculées précédemment, toujours multipliées par 30 000). Les effectifs observés sont mémorisés dans 

la liste xi, et les effectifs théoriques dans la liste ti, dôo½ la formule de la cellule A9 : 

 

Or on sait quôune loi du type 
( )

2
5

1=

-
=ä

i i

i i

X t
T

t
 où Xi est la variable aléatoire qui à chaque échantillon 

de 30000 groupes de 4 chiffres consécutifs pris au hasard associe le nombre de configurations du type 

i, suit une loi de khi-deux à quatre degrés de liberté. 

Dans la cellule C9 de la feuille précédente, on a mis la valeur atteinte par 95 % des valeurs prises par 

une telle loi de khi-deux : côest environ 9,4877. Autrement dit, ( )9,4877 0,95¢ ºp T . La valeur que 

nous obtenons, 6,5, est tout à fait satisfaisante, et conduit à ne pas rejeter lôhypoth¯se que le 

générateur pseudo-al®atoire de la Voyage 200 se comporte comme sôil ®tait vraiment al®atoire
18

. 

2.4 Le test du bloc maximal
19

 

¶ On travaille cette fois par tranches ou blocs de 3 chiffres : un tel bloc sera dit maximal si le 

chiffre du milieu est strictement supérieur aux 2 autres chiffres. 

Ainsi 210 ou 332 ne sont pas maximaux ; par contre 153 lôest. 

¶ Un bloc de 3 chiffres étant donné, quel est la probabilit® quôil soit maximal ? 

Le nombre de cas favorables est 1000, côest-à-dire le nombre dôentiers ¨ 3 chiffres, depuis 0 jusquô¨ 

999. 

                                                      

17 On rappelle que n nombres aléatoires de 12 chiffres font trois fois plus de nombres de 4 chiffres. 

18 On aurait pu utiliser directement la fonction chi2gof, comme on lôa fait plus haut. 

19 Proposé par Alain Ladureau dans Statistiques au lycée, volume 2, brochure APMEP. 
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Soit maintenant a un entier quelconque compris entre 1 et 9, que lôon met au milieu du bloc
20

. Le bloc 

sera maximal si le premier chiffre du bloc est compris entre 0 et a ï 1 (a choix possibles) et sôil en est 

de même du troisième chiffre (de nouveau a choix possibles). Soit en tout 2a a a³ =  blocs maximaux 

possibles fabriqu®s ¨ partir de lôentier a.  

En tout, pour tous les entiers de 1 à 9, on aura donc : 

2 2 21 2 ... 9 285+ + + = blocs maximaux. 

La probabilit® quôun bloc pris au hasard soit maximal est donc de 0,285. 

¶ Passons à la simulation, à partir du générateur de la calculatrice. En sôappuyant sur la fonction 

dec précédente, nous pouvons maintenant écrire la fonction bm qui compte le nombre de blocs 

maximaux parmi les 4n entiers de 3 chiffres générés au moyen des n appels de la fonction rand().  

 

On obtient par exemple les résultats suivants : 

 

La fréquence des blocs maximaux se rapproche effectivement de 0,285, comme si les décimales 

avaient été tirées au hasard.  

                                                      

20 Pour avoir un bloc maximal, 0 ne peut pas être mis au milieu. 
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Le test de khi-deux confirme ce que nous avons observé : la forte valeur de PVal montre que lôon peut 

accepter la loi th®orique donnant la probabilit® dôun bloc maximum. Cela confirme sur un point 

supplémentaire que la loi du générateur pseudo-aléatoire de notre calculatrice se comporte comme la 

loi uniforme ®quir®partie sur {0,é,9}.  

2.5 Une page-bilan avec lô®diteur math®matique du logiciel 

Nous voudrions regrouper dans une même page les résultats des trois tests que nous avons étudiés, 

ainsi que la validation éventuelle du générateur par le test du khi-deux : lô®diteur math®matique est 

lôendroit id®al pour centraliser tous ces r®sultats. 

 

2.6 Simulation de lois classiques avec rand() 

Il est bien clair que par construction, la fonction rand() permet de fabriquer un nombre qui suit la loi 

uniforme sur lôintervalle [0 ; 1]
21

. Remarquons que rand(n) en produit n regroupés dans une liste.  

Mais si lôon veut simuler dôautres lois, des lois continues mais aussi des lois discrètes, comment peut-

on procéder ?  

¶ Commençons par exemple par la loi uniforme sur un intervalle [a ; b]. 

La fonction affine ( )x b a x a- + envoie lôintervalle [0 ; 1] dans lôintervalle [a ; b]. Si X suit la loi 

uniforme sur lôintervalle [0 ; 1[, alors ( )Y b a X a= - + suit la loi uniforme sur lôintervalle [a ; b]. 

                                                      

21 Ou sur [0 ; 1[ mais on sait de toute faon que la probabilit® du 1 est nulle dans le cas dôune loi uniforme. 
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En effet si x est un réel de [a, b], alors la fonction de répartition de Y est définie par : 

( ) ( )( )
x a x a

p Y x p b a X a x p X
b a b a

- -å õ
¢ = - + ¢ = ¢ =æ ö

- -ç ÷
 

car la fonction de répartition de X est définie pour x réel par : 

()

0 si 0

 si 0,1

1 si 1

x

F x x x

x

<ë
î
= Íè øì ê ú
î

>í

 

Dôautre part, si x < a, ( ) 0p Y x¢ = et si x b² , ( ) 1p Y x¢ =.  

Bref Y suit bien la loi uniforme sur [a, b]. 

Donc (b ï a)rand() + a simule la loi uniforme sur [a, b]. Ci-dessous par exemple, une simulation de 

loi uniforme sur lôintervalle [5, 7] : 

 

¶ Considérons maintenant la loi uniforme sur W = {n, n + 1, é, n + p} où n et p désignent des 

entiers naturels. 

Commenons par simuler la loi uniforme continue sur lôintervalle [n, n + p + 1[ avec (p+1)rand()+n. 

Chaque intervalle [n, n+1[, [n+1, n+2[, é, [n+p, n+p+1[, de longueur 1, apparaît avec une probabilité 

de 
1

1p+
. 

Par conséquent, en prenant la partie entière du calcul précédent int((p+1)rand()+n), chacun des entiers 

de n à n+p apparaîtra avec une probabilité égale à 
1

1p+
. On a bien simulé la loi uniforme sur W. 

Ci-dessous une simulation de la loi uniforme
22

 sur lôensemble {5,6,7,8} : 

 

                                                      

22 On peut aussi directement utiliser randint(5,8) ou randint(5,8,100) si on veut r®p®ter lôexp®rience 100 fois. Mais il nôest pas inutile de 

comprendre que tout dérive de rand().  
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¶ Passons à une loi discrète classique, la loi de Bernoulli de paramètre p. 

Il suffit tout simplement de saisir int(rand()+p).  

Il est clair que  

rand() 1p p p¢ + ¢ +. 

Par conséquent, int(rand()+p) prendra la valeur 1 à chaque fois que rand() + p sera compris entre 1 et 

1 + p, donc avec une probabilité p. Il prendra donc la valeur 0 avec une probabilité de 1 í p. Còest 

bien une loi de Bernoulli que lòon simule.   

Ci-dessous est simul®e la r®alisation dôun ®v®nement dont la probabilit® de succ¯s (1) est 0,8 et la 

probabilit® dô®chec (0) est 0,2. Lô®cran qui suit simule la r®alisation dôun ®v®nement dont la 

probabilité est 0,8, qui se réalise (1) ou non (0). 

 

¶ Dans la foulée, la loi binomiale de paramètres n et p nôest pas loin : côest par d®finition une 

somme de n lois de Bernoulli, ce qui revient à compter le nombre de succès (1) quand on a répété 

lô®preuve n fois.  

Il suffit donc dôentrer ()( )( )
1

int rand
n

k

p
=

+ä . 

Ainsi dans lô®cran suivant, on a simulé la réalisation de quelques lois binomiales de paramètres n = 10 

et p = 0,8 : autrement dit on compte le nombre de succ¯s en r®p®tant lô®preuve pr®c®dente 10 fois. 

 

¶ Venons-en maintenant ¨ une loi continue que lôon rencontre en terminale : la loi 

exponentielle.  

Pour simuler un échantillon de loi exponentielle, on applique le théorème suivant, qui peut être mis en 

îuvre lorsque lôexpression de la fonction de r®partition est simple.  

Théorème 

Soit a un nombre réel. 

Si X est une variable réelle, de fonction de répartition F continue strictement croissante de 

;a +¤è èê ê sur 0 ; 1è èê ê, alors la variable aléatoire Y = F(X) est uniformément distribuée sur 

[0 ; 1] 

Remarquons que F(a) est nécessairement égal à 0, ainsi que F(x) pour x < a. 
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Démonstration 

Comme la fonction de répartition F est continue strictement croissante sur ;a +¤è èê ê, côest une 

bijection de ;a +¤è èê ê sur [0 ; 1[ ï côest la cl® du raisonnement qui va suivre. Notons sa bijection 

réciproque F
ï1

.  

Posons Y = F(X) et montrons que Y suit la loi uniforme sur [0,1]. Déterminons donc la fonction de 

répartition G de Y.  

Pour tout y de [0 ; 1[ : 

() ( ) ()( ) ()( ) ()( )1 1- -= ¢ = ¢ = ¢ = =G y p Y y p F X y p X F y F F y y. 

Par ailleurs, dôune part, G(1) est inf®rieur ou ®gal ¨ 1, dôautre part, on a : 

() ()1G G y y² =  pour tout y de ]0 ; 1[. 

Nécessairement, G(1) = 1.  

Bref, ceci prouve que Y est la loi uniforme sur [0 ; 1]. 

Autrement dit, si on part dôun ®chantillon (xi) de valeurs suivant la loi X, alors lô®chantillon 

()( )=i iy F x  suit la loi uniforme sur [0 ; 1].  

Lôautre sens est plus int®ressant, d¯s lors que F
ð1

 sôexprime facilement et remplit les hypothèses du 

théorème : si lô®chantillon (yi) suit la loi uniforme sur [0 ; 1], alors lô®chantillon ()( )1-=i ix F y  suit la 

loi de X. 

Appliquons ce résultat à la loi exponentielle, pour laquelle la réciproque de la fonction de répartition 

se détermine facilement.  

Pour x Ó 0, on peut écrire : 

() ( ) ()
00 0

1l l ll- - -è ø= ¢ = = =- = -ê úñ ñ
x x x

t t xF x p X x f t dt e dt e e  

et pour x < 0, on pose F(x) = 0. 

La représentation de la fonction F est donnée ci-dessous pour l = 2.  

 



Autour des générateurs pseudo-aléatoires 533 

© T³ France 2011 / Photocopie autorisée 

Il est immédiat de prouver que la fonction F est continue et strictement croissante sur [0 ; +¤[.  

La fonction de répartition est une bijection de [0 ; +¤[ sur [0 ; 1[.  

Déterminons la fonction réciproque de F. Soit y un réel de [0 ; 1[. On peut écrire : 

( )
( )ln 1

1 1 ln 1l l l
l

- -
-

= - Ú = - Ú- = - Ú =-x x
y

y e e y x y x  

Le théorème précédent permet de conclure que 
()( )ln 1 rand

l

-
-  suit la loi normale de paramètre l. 

Comme 1 ï rand() suit la loi uniforme sur [0 ; 1], on peut aussi prendre 
()( )ln rand

l
- .  

 

¶ Enfin, il reste la loi normale : point nôest besoin de chercher ¨ la construire, elle est gérée par la 

TI-Nspire avec lôinstruction randnorm(µ,s), qui simule une loi normale dôesp®rance Õ et dô®cart-type 

s.  

Signalons par ailleurs que lôalgorithme de Box-Muller permet de générer un nombre suivant une loi 

normale dôesp®rance Õ et dô®cart-type s : 

()( ) ()( )2 ln rand cos 2 randm s p+ - ³ ³ ³  

La partie ()( ) ()( )2 ln rand cos 2 randp- ³ ³ ³  de la formule précédente correspond à un nombre 

aléatoire suivant une loi normale centrée réduite
23

. 

 

Nous disposons donc, comme nous lôavons montr®, dôun outil qui simule quasi-parfaitement le 

hasard
24

 et qui peut simuler la plupart des lois usuelles. Mais demeure la question de savoir comment 

on peut fabriquer un tel générateur.  

Nous serait-il possible, avec des moyens simples, dôen ®crire un nous-même ?  

Côest lôobjet des paragraphes qui suivent, o½ nous nous proposons dô®tudier deux types de g®n®rateurs 

pseudo-al®atoires classiques, lôun pour son int®r°t historique, bas® sur la m®thode Middle Square, 

lôautre, un g®n®rateur congruentiel, que lôon rencontre encore actuellement dans certains logiciels. 

                                                      

23 On aurait pu mettre le sinus à la place du cosinus. 

24 Au moins au regard des tests que nous avons effectués... 
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3. Un exemple de générateur : la méthode Middle Square 

3.1 Description de la méthode 

Ce générateur pseudo-aléatoire, proposé par Von Neumann à la fin des années 1940, est 

historiquement un des premiers à tenter de simuler le hasard sur un ordinateur.  

Partant dôun entier n de 6 chiffres, par exemple 456 789, quôon appelle le germe
25

 du générateur, on 

lô®l¯ve au carr®, n
2
 = 208 656 190 521. Le processus peut être réitéré en prenant les 6 chiffres 

centraux 656 190 comme nouveau germe
26

. 

Écrivons dans une feuille de calcul la méthode « Middle Square ». Toute la difficulté réside dans 

lôextraction des 6 chiffres centraux. En reprenant notre exemple, il est clair que : 
2

3
int 208656190

10

nå õ
=æ ö

ç ÷
 

o½ lôon observe la disparition des trois chiffres de droite. 

Maintenant le reste dans la division par 10
6
 de ce dernier nombre soit 

2
6

3
mod int ,10

10

nå õå õ
æ öæ öæ ö
ç ÷ç ÷

 va 

donner les 6 chiffres que lôon veut extraire. 

 

Nous disposons de tous les éléments pour construire une feuille de calcul. 

 

                                                      

25 Seed in english. 

26 Il est tout ¨ fait possible que le nouveau germe commence par des 0é 



Autour des générateurs pseudo-aléatoires 535 

© T³ France 2011 / Photocopie autorisée 

Pour information et contrôle, dans la cellule C2 est calculé le carré de la cellule B1, puis on recopie 

sur quelques dizaines de lignes. 

Ce processus est bien sûr périodique ¨ partir dôun certain rang : lôint®r°t serait que la p®riode soit la 

plus longue possible. 

3.2 Calcul de la p®riode par lôalgorithme de Pollard 

La fonction suivante, basée sur un algorithme dû à Pollard
27

, détermine précisément la longueur de la 

p®riode dôun tel processus. Au préalable, la fonction f qui sert à passer dôun entier au suivant avec 

notre générateur doit avoir été définie en ligne de commande. 

 

On consid¯re deux suites, partant de la m°me valeur initiale, qui est le germe quôon a choisi pour le 

g®n®rateur, dont lôune, o½ lôon applique f o f, avance deux fois plus vite que lôautre, o½ lôon applique f. 

La première boucle correspond au moment où la suite la plus rapide va rattraper la plus lente. Cela 

arrive forc®ment car le processus, qui fait intervenir un nombre fini dôentiers, est p®riodique : on peut 

imaginer deux coureurs cyclistes, dont lôun est deux fois plus rapide que lôautre, sur une piste 

circulaire. À partir de ce moment, on entre dans la deuxième boucle. Les deux suites ont de nouveau 

la même valeur. Quand la plus lente a parcouru une demi-période
28

, la plus rapide a fait une période 

complète ; enfin quand la plus lente a parcouru lôautre demi p®riode, elle est rattrap®e pour la 

premi¯re fois par la plus rapide. Le nombre dô®tapes, quôil faut m®moriser dans cette boucle, donne 

alors la longueur de la période.  

Les résultats montrent les faiblesses énormes de ce générateur, notamment des périodes souvent très 

courtes. 

 
                                                      

27 Côest un algorithme de type rho de Pollardé ou encore de la po°le ¨ frire. Le ç manche » de cette poêle correspond à la partie non-

périodique ; ensuite on entre dans la période. 

28 Un demi-tour de piste pour le cyclisteé 
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Une recherche systématique de toutes les périodes possibles serait beaucoup trop longue, même avec 

le logiciel. On peut cependant tester quelques périodes avec un choix aléatoire du germe dans la 

feuille de calcul : côest ce qui est fait ci-après. 

 

 

Les résultats sont décevants : malgré les 2500 essais, on ne trouve pas de période plus grande que 210, 

ce qui est peu ! Cela ne préjuge certes pas de la prépériode mais cela reste largement insuffisant pour 

un générateur pseudo-aléatoire. 

3.3 Les points fixes du générateur 

On remarque aussi que de nombreux cycles tombent sur une période de 1, autrement dit sur un point 

fixe du générateur.  

Cherchons ¨ les d®terminer au moyen dôune fonction. 




















